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В В Е Д Е Н И Е

В гидротехническом и шахтном строительстве при 
проведении земляных работ в зимнее время, назначении 
глубин залегания фундаментов сооружений, р а з р а б о т к е  
мероприятий по борьбе с пучинами на дорогах и в других 
случаях возникает потребность в научно обоснованном  
расчёте температурных полей во влажных грунтах.

При изучении вопроса расчёта промерзания г р у н т о в  
наиболее перспективным является метод м атематическо­
го моделирования.

Математическая модель процесса промерзания грун­
та -  это основные уравнения, описывающие я вл ен и я , и 
уравнения для краевых условий. Эта модель в настоящей 
работе изучается с помощью электрической аналогии, ког­
да соответствующ ее электрическое явление имеет т а к о е  
же математическое описание.

Опыт показывает, что для решения задачи п ром ер за ­
ния грунта эффективнее применять аналоговые вычисли -  
тельные машины по сравнению с электронными цифровы­
ми вычислительными машинами, хотя последние и м е ю т  
принципиально неограниченные возможности. Это о б ъ я с ­
няется, с одной стороны, практически мгновенным быст -  
родействием аналоговых машин и относительно небольшой 
потребной точностью решения данной инженерной за д а ч и , 
с другой стороны, -  большим объёмом работ по со ста в л е ­
нию программ для ЭЦВМ при решении нелинейных задач.

Из аналоговых вычислительных машин для реш ени  я 
нелинейных теплофизических задач (а задача промерз а -  
ния грунтов относится к этому классу) нашли приме не -  
ние главным образом модели-аналоги, структурные ж е 
модели почти не применяются. Среди моделей-анало г  о в 
для расчёта нестационарных полей в промерзающих грун­
тах наиболее широкое распространение получили ги д р а в ­
лические интеграторы системы В.С.Лукьянова. О д н а к о  
нельзя соглашаться с утверждением Б.А.Волынского [Q], 
что они являются пока единственными, которые позволя­
ют учитывать скрытую теплоту при исследовании т е п л о ­
вых процессов, ибо такие процессы могут быть изучены 
и на электрических м одел и .
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Однако электрические модели не нашли пока широкого 
применения для этих целей, несмотря на ряд их п р е и м у ­
ществ перед гидравлическими (стабильность результатов, 
высокая точность, быстрота и удобство электрических из­
мерений, сравнительно невысокая стоимость электромоде­
лей, простота устройства и эксплуатации). Сказанное вы ­
ше относится к электромоделям-сеткам омических сопро­
тивлений, где задача решается по методу, предложенному 
Либманом [3&], [39/. Метод Либмана позволяет решать з а ­
дачи замораживания не только одномерные, но и двух- и 
трёхмерные.

Этот метод, однако, лишён наглядности и довольно тру­
доёмок (особенно для уравнений параболического типа с 
разрывными коэффициентами). Кроме того, измерение по­
тенциальной картины во времени ведется ручным измери­
тельным устройством, что еще увеличивает время решения. 
Большой объём работ, производимых вручную, не позволя­
ет применять этот метод для решения задач с большим ко­
личеством узловых точек.

Не нашел пока широкого применения для решения з а ­
дач замораживания метод решения при помощи ст а т и ч е с ­
кого электроинтегратора, разработанного в проблемной 
лаборатории процессов горения и теплообмена Казахского 
университета группой Л.А.Булиса и А.Т.Лукьянова. Удоб­
ство этого метода заключается в использовании подвиж ­
ного счётного элемента, который может быть аналогом  
любого разностного оператора. Вместе с тем  нужно о т ­
метить, что при этом методе требуется дополнительное 
цифровое устройство для использования итеративного ме­
тода решения.

На статическом электроинтеграторе Л.А.Булиса и А.Т. 
Лукьянова можно реализовать самые различные конечно -  
разностные аппроксимации дифференциального уравнения 
теплопроводности.

Что касается электронных аналоговых м а тем а ти ч ес­
ких машин на R С-сетках, то в Советском Союзе о т с у т ­
ствуют такие, на которых решаются в настоящее время по­
добные задачи и, как пишет один из авторов математичес­
кой машины УСМ-1 Н.С.Николаев [28], было бы большим
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достижением обеспечение возможности решения тепловых 
задач в средах с изменяющимся фазовым состоянием  на 
этих машинах.

Во НИИУВМ (г.Пенза) в первой половине 60-х г о д о в  
велись работы по созданию аналоговой м атем атической  
машины на RС-сетках, способной решать задачи с ф а зо ­
выми переходами f43], К сожалению, эта машина не бы ла 
создана. Такая машина была создана в США [40].

В настоящей работе предпринята попытка си стем а ти ­
чески изложить методику применения электромоделей R 
и R С -сеток  для расчёта теплопередачи в промерзающих 
влажных грунтах.

Автор благодарит к.т.н. В.М .Чуйко-научного редакто­
ра, чьи советы и критические замечания содей ствовал  и 
улучшению формы и содержания пособия, а также инжене­
ра В.И.Ростовцева, оказавшего большую помошь при п о ­
становке задач на моделях и создании необходимых при­
боров*



У словные обозначения

Т -  температура, град С; 
д Т -  перепад температур, град С;

X  -  время, час;
^ -  плотность теплового потока, ккал/м^ час;
Д - коэффициент теплопроводности, ккал/м час град 
С -  удельная теплоёмкость, ккал/кг град;
С -  объёмная теплоёмкость, ккал/м3 град; 
у -  удельный или объёмный вес, к г/м 3 ; 
а -  коэффициент температуропроводности, м^/час;
JL -  коэффициент теплоотдачи, ккал/м^ час-град;
V /- влажность, доли единицы; 
t -  льдистость, доли единицы; 

б -  теплота льдообразования, ккал/кг; 
uJ -  источник тепла, ккал/м3 час;
V -  объём, м3 ;
G -  количество тепла, ккал;
$  -  граница промерзания, м;
Л -  нормаль, м;

Х,у -  координаты, м; 
h -  интервал пространства, м;
€ -  масштаб;

масштабные коэффициенты перехода;
Тэ -  полный период решения на УСМ-1, сек;
R -  электрическое сопротивление, ом;
V -  электрический потенциал, в;
3 -  сила тока, а;

количество электричества, кул.

И н д е к с ы
П -  момент времени;

1, ..., 4 -  номера узлов сетки; 
о -  внутренний узел; 
п -  поверхность; 
с -  среда;
м -  максимальное значение; 
н -  начальное значение; 

эф -  эффективное;



т -  тепловая систем а; 
э -  электрическая система;
Т -  временное; 

кр -  кристаллизация.

С о к р а щ е н и я  т е р м и н о в

R -  сетка -  сетка сопротивлений;
R C - сетка -  сетка сопротивлений и ем костей.



Г л а в а  1

МЕТОДИКА РАСЧЁТА ПРОМЕРЗАНИЯ ГРУНТА 
НА ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ МОДЕЛЯХ-СЕТКАХ 

ОМИЧЕСКИХ СОПРОТИВЛЕНИЙ
1.1. Математическая теория вопроса

В соответствии с задачей дать доступный для практи­
ки и в основном правильно учитывающий главные факторы 
метод расчёта промерзания влажного грунта следует [22J:

1) считать главным фактором, определяющим тепловой 
режим грунта, процесс теплопередачи, происходящий в 
нем как в 'истинно твердом тел е ', т .е . в таком, в к о т о ­
ром отсутствует перенос тепла за счёт взаимного переме­
щения отдельных частиц тела;

2) полагать возможным при исследовании те п л о в о го  
режима промерзшего влажного грунта в большинстве слу­
чаев не учитывать процесс миграции влаги. Наличие ж е 
влаги в грунте следует учитывать путем учёта вы дел яе­
мого влагой тепла, при изменениях фазового состояния, и 
путём учёта изменения при этом теплофизических х а р а к ­
теристик грунта;

3) различать случаи замерзания влаги в грунте при по­
стоянной температуре, Д Т Кр в 0, т .е . случаи промерзания 
грунта с образованием границы промерзания и случаи про­
мерзания влаги в грунте в некотором диапазоне тем пера­
тур Д Т Кр /0 ,  т .е . случаи промерзания грунта с образова­
нием зоны промерзания.

При Д ТКр = 0  промерзают крупнозернистые грунты,на­
пример пески, размеры пор которых сравнительно велики 
и влага очень мало связана со скелетом грунта.

При д  Т кр*0  замерзают пылеватые и глинистые грун­
ты, размеры пор которых малы, и вода, заполняющая эти 
поры, находится в связанном состоянии.

Напишем для простоты одномерную м атем атическую  
модель промерзания грунта с поверхности для с л у  чая  
д Т Кр * 0  [23]. Принимаем, что коэффициент теплопров о д -  
ности и объёмная теплоёмкость С грунта меняются скач­
кообразно при переходе температуры через 0°С от значе­
ний при положительных температурах до величи
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соответствующих отрицательным температурам Л   ̂ и 
Замерзание всей термоактивной грунтовой влаги, сопровож­
дающееся выделением скрытых теплот, происходит при 0°С.

Температурное поле в грунте в этом случае описывает­
ся следующей системой дифференциальных уравнений: 

на поверхности грунта

- j t , f b o l ( T e - T „ ) , U .1)

где Тв -  температура воздуха; 
в мерзлой зоне

а д г Т _ р  dTi . 
л  а х2 ~ ч д г  ’

(1.2)

в талой зоне
T j -  Т2 -  о ° с ; (1.3)

на границе промерзания
Tj -  Т2 -  о ° с . (1.4)

Перемещение этой границы во времени определяется 
уравнением

Ц ЗТ, _  /) ЗТ2 _ п  д $  
Я 2 д Х ~ ^ ° д Х

(1.S)

где Т -  температура;
Т “  время;
X — координата;

^(i)~  уравнение сдвижения границы раздела двух фаз;
q q -  содержание скрытых теплот замерзания воды  в 

единице объема грунта.
Таким образом, задача о промерзании грунта в э т о м  

случае может быть сформулирована как задача о сопряже­
нии двух температурных полей при наличии особого ус л о -  
вия на движущейся границе раздела.

При промерзании грунта с поверхности с образованием
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зоны промерзания, когда д Ткр^0, математическая м о­
дель для одномерного случая будет списываться так:

На поверхности грунта и в талой зоне уравнениями( 1.1), 
(1-3) соответственно: 

в мерзлой зоне

где ty/i -  количество льда в единице объёма грунта, кг/м3 
(5 -  скрытая теплота льдообразования, ккал/кг. 

Уравнение (1.6) можно записать в виде:

(1*7)

» «эяВеличину 'О  -gTfj Гг -  1м называют спектральной
дЯлобъёмной теплоёмкостью, величину б  ЭФ~

фективной объёмной теплоёмкостью. С учётом  э т о г о  
уравнения (1.7) примет вид обычного уравнения ти п а
Фурье:

|*(А1Зх) СэФд^=0 (Ь8)
В уравнении (1.8) параметры j l j  и Сэф я в л я ю т с я  

функциями температуры.
Удобно считать, что функция Сэф(Т) распространяется 

л на область немерзлого грунта, принимая при этом зн а ­
чения для T>TQ н, где Т0 н-  температура начала промер­
зания, Сэф*С2 » т.е. становится равной объёмной теплоём­
кости талого грунта.После такого обобщения отпадает не­
обходимость в особом рассмотрении зоны талого грунта, 
как это было выше (и зоны полностью промерзшего грунта, 
если бы это потребовалось), и дифференциальное уравне­
ние процесса промерзания в этом случае дается в обычном 
виде, но Сэф и J i  не будут постоянными, а будут довольно 
сложными функциями от Т:
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( 1.0 )Зх^ Зх̂  = ^Эф̂ 0т)
Зависимости^ (Т ) и Сэф(Т) можно получить опытным 

путём, а можно воспользоваться аналитическими за в и си ­
мостями, приведенными в работе Н.С.Иванова [ l l j .

1.2. Схемы конечно-разностных аппроксимаций 
уравнений теплопроводности. Вопросы 

устойчивости и сходимости. Электрическая 
реализация неявных разностных схем

Остановимся на конечно-разностных аппроксимациях 
пространственных производных и производной по времени 
на примере уравнения теплопроводности [13]:

З т " и  З х 2 ’
( 1. 10)

-  разность назад; (1.11)

-  раз ность вперед; (1.12)
а х ^ - д х г
д Т ^ Т г - Ъ  -  среднее из разностей (1.13)
ЭХ X вперед и назад (симмет­

ричная разность).
Индексы здесь относятся к узлам. Из уравнений (1.11) — 

(1.13) уравнение (1.13) обычно предпочтительнее,так как 
оно дает аппроксимацию для первой производной в узле 0, 
а не при ±  х /2 .

Аппроксимация второй пространственной производной 
имеет вид:

3U b z i 
э х " '  д х

82Т _  Ti +T2- 2 T q 
ЭХ2 ~ АХ2
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Первая производная от Т по времени в ( П -  1) момент 
может быть аппроксимирована тремя способами:

З К Т п - Т п - .
-  разность вперед; (1.15)

а т д  т
д Т „  Тп-1 - Ти-2 -  разность назад; (1.16)
З т ' '  д т  

З Т ~  Ти ~Тп-2 -  среднее из разностей
З т ' ' 2 д т вперед и назад. (1.17)

Здесь индексы относятся к соответствующим м ом ен та м  
времени. Комбинации пространственных аппроксимаций с 
временными дают полностью дискретную аппроксимацию 
уравнения (1 .10 ). Если уравнение (1.10) заменено конечно­
разностным уравнением

f l Ti.n-l + T2.n -r2To,n-< ^  Тр,п- То,п-1 (| |g)
д х 2 ^  д т

то говорят, что имеем конечно-разностную аппроксимацию 
по явной схеме.

Если уравнение (1.10) аппроксимировано уравнением

Q Тьп + Т2,п * 2 То,п _ То,п ~ То,п-1 (1.19)
ДХ2 ДГ

то говорят, что имеем конечно-разностную аппроксима­
цию по неявной схеме.

Схему

Tl,n-1 _ То.п" То,п-2
Д X 2 2 а  Т

(1*20)

называют схемой Ричардсона.
Вычислительная схема является устойчивой, е с л и  

ошибка, сделанная в момент времени П (а при вы числе-
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ниях ошибки округления неизбежны), в дальнейшем будет 
затухать, и неустойчивой, если такая ошибка в озр а ста ет  
и после сравнительно небольшого числа шагов увеличива­
ется до неприемлемой величины* Явление вычислительной 
неустойчивости не связано с погрешностями округл е ни я, 
оно является свойством самой системы разностных ур а  в- 
нений*

Математическая теория устойчивости различных р а з ­
ностных схем подробно изложена в работах [20], [32] и др. 
Из указанных работ вытекает, что дискретизация производ­
ных по времени приводит к возможности появления н е у с ­
тойчивости. Схема (1.20) неустойчива при любых с о о т н о ­
шениях интервалов пространства и времени.

Условие устойчивости для явной схемы [7] имеет вид:

„ i t .  I

Схема (1.19) является безусловно устойчивой. У с л о -  
вие устойчивости (1*21), как правило, вынуждает б р а т ь  
слишком малые интервалы времени и много раз п о в т о -  
рять одни и те же операции* По этой причине явная форма 
не получила распространения даже на быстродействующих 
цифровых вычислительных машинах.

Неявный метод обладает фундаментальным преимуще­
ством: требование устойчивости решения здесь не накла­
дывает никаких ограничений на величину временного шага. 
Его величину можно назначать в разумных пределах т а к ,  
чтобы уменьшить время расчетов без потери точности ре­
шения.

Условие устойчивости (1 .21) записано для о д н о м е р ­
ной задачи. Для двухмерной и трехмерной задачи условие 
устойчивости соответственно имеет вид:

а ^  4 1 (1 .22)

(1.23)
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где -  интервал пространства.
Помимо математического подхода к анализу вычисли­

тельной неустойчивости, существует физический п о д х о д ,  
предложенный В.Карплюсом f l3 j . Так как непрерывное про­
водящее поле может быть заменено сеткой сопротивлений, 
у которой уравнение узла или контура совпадает с конечно- 
разностной аппроксимацией дифференциального уравнения, 
описывающего поле, то можно считать, что всякому конеч­
но-разностному уравнению соответствует своя сетка сопро­

тивлений. Следует при этом ожидать, что вычислитель н а я 
неустойчивость в соответствующей сетке сопротивл е н и й 
будет проявляться в виде электрической н еусто й чи во сти , 
т .е . любое флуктуационное отклонение напряжения в у з л о ­
вой точке от номинала, изображающего истинную величину 
решения, приводит к лавинообразному нарастанию токов и 
напряжений.

Для выяснения вопроса вычислительной неустойчиво­
сти конечно-разностного уравнения строится соответству­
ющий ему электрический конструктивный блок. Если он со­
держит только положительные сопротивления, то цепь дол­
жна быть устойчивой, так как она имеет в этом с л у ч а е  
только элементы, рассеивающие энергию.

Если помимо положительных сопротивлений им ею тся 
отрицательные, то цепь будет устойчивой только в т о м  
случае, если суммы всех отрицательных сопротивлений 
больше суммы всех положительных.

Вторая проблема, возникающая при конечно-разност­
ном представлении временной переменной в дифференциаль­
ных уравнениях с частными производными, связана с воз­
можностью отсутствия сходимости. Говорят, что конечно-  
разностная аппроксимация 'сходится*, если приближенное 
решение конечно-разностного уравнения стремится к точ­
ному по мере измельчения сетки конечных разностей при 
условии, что отношение пространственных шагов с е т к и  
вдоль различных координат сохраняется постоянным [13]. 
Общего критерия сходимости в литературе не и м е е т с я .  
Однако устойчивость всегда предполагает сходимость, хо­
тя обратное не всегда верно. Но, так как одним из важней­
ших требований к вычислительным алгоритмам является 
требование устойчивости, рассмотрение вопроса сходимо-

14



сги не представляет дополнительной проблемы*
При моделировании процесса промерзания грунтов на 

R -сетках будем использовать, как наиболее распростра­
ненную. только неявную конечно-разностную аппроксима­
цию типа (1*19). Детальное описание различных видов не­
явных разностных схем изложено в работе [9].

В 1953 г* Дж.Либман предложил оригинальный м е т о д  
решения задач нестационарной теплопроводности [38]. Ме­
тод представляет собой реализацию неявной конечно-раз­
ностной схемы на электрической модели. В качестве при­
мера рассмотрим реализацию схемы (1*19) по Лябману.

Соберем электрическую цепь, 
как показано на рис.1 Л.

Рис. 1.1. Узел сетки сопро­
тивлений в точке 0.
3, ; J3 t J3  -токи в ветвях цепи.

По закону Кирхгофа

1 0 ; - о
и

Так как Ч .  V».n 'Vo,n . т _V?,h“Vo,m 
^  Rx 1 ------- К Г ~

• Я _ Vs, л-l -V«,п 
,j3=~Rr '

Vl,n ~Z Vo.n + Vg,n _ Vo,n ~ \lo,n-1 
Rx ~ R*

(1.25)

Здесь • R* -  сопротивление цепи, a R t связано c 
соотношением

Уравнение (1,25) формально тождественно с уравнени­
ем в конечных разностях (1.19) при условии (1*23).

Следовательно, уравнение напряжений в рассматривае-
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мой цепи (1.^5) моделирует уравнение в конечных раз но ­
стях (1 .19), а уравнение в конечных разностях аппрокси­
мирует дифференциальное уравнение в частных производ­
ных (1.10) с точностью, определяемой выбором интерва­
лов пространства и времени.

Другую оригинальную реализацию неявной конечно-раз­
ностной схемы на электромодели предложил В.Карплюс [13]. 
Принципы, положенные им в основу построения дискретной 
сеточной модели, является развитием метода Либмана.

1.3. Правила моделирования. Электротепловая 
аналогия

При составлении электрических моделей для иссл едо­
вания нестационарных задач теплопроводности следует ру­
ководствоваться следующими правилами [37]:

1) электрическая модель должна быть геометрич е с к и 
подобна исследуемому объекту;

2) явления в модели и в исследуемом объекте должны 
принадлежать к одному и тому же классу, то есть описы­
ваться одинаковыми дифференциальными уравнениями;

3) граничные условия должны быть подобными.
Кроме того, при электрическом моделировании на R -

сетках необходимо выполнение условия [1б]

При электрическом моделировании на R C -сетках  вы­
полняется условие

= idem
(1.^8)

где & -  масштаб;
С -  удельная теплоемкость;
Z -  удельное тепловое сопротивление;

Я0-  удельное электрическое сопротивление.
Индексы Т и Э относят выражения соответственно
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к тепловой и электрической системам.
Выражения (1*27) и (1.28) аналогичны.
В табл* 1 приведена наиболее часто встречающаяся си­

стема электротепловых аналогий (ЭТА).

Таблица 1
Аналогия между тепловыми и электрическими 

величинами [34}
Тепловая система Электрическая система

Величина Размерность Величина Размерность

Т-температура град V -напря­ в

*Д -коэффициент
жение

^ -удель­
теплопроводности ккал/м*час ная проводи­

град мость 1/ом*м
GL -количество -количе­

тепла ккал ство элект­ кулон

CT-Cyi/ 1)-
-  теплоемкость ккал/град

ричества

С-ёмкость ф

RT* тепловое град • R -электриче­
сопротивление час/ккал ское сопротив- ом

ление
-  время час время час

, . d a  .
"т dT,

ккал/час п а

расход тепла -  сила тока
или

J L ntr,

_ к

1) -  объём, м3.
2) При моделировании на R С-сетках электрическое вре­

мя обычно выражается в секундах*
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В основу метода ЭТА положена аналогия между диф­
ференциальными уравнениями процесса распростран е н и я 
тепла и распределения потенциалов в электропроводной 
среде.

Уравнения, описывающие нестационарные поля темпе­
ратур и электрических потенциалов, в простейшем случае 
имеют вид:

агт су зт .
Эхг~ Л  Зг ’ (1.29)

32V - р р 3V . Зх2 - , (1.30)
где R0 -  удельное электрическое сопротивление, ом.м;

С0 -  удельная электрическая емкость (на единицу 
объёма), ф/м3 .

Электромодель R  С -сетка решает уравнение (1.30) , 
которое аналогично уравнению (1 .29 ), если соответствую­
щим образом рассчитать параметры R С-сетки.

При электрическом моделировании на R -сетках и с ­
пользуется аналогия между конечно-разностным выраже­
нием уравнения нестационарной теплопроводности и зако­
ном Кирхгофа для токов электрической цепи, сходящей с я 
в узел

Тк-1,л~Тд»п , Тмнп Т*ш*  ̂ Тк,л-1 “ Тх,п _п .
р ц и’

О-
R i и ’

(1.31)

(1.32)

где Л Vi -  разность потенциалов в узлах на концах сопро­
тивления Ri  .

Методика электрического моделирования применитель­
но к процессу промерзания грунта на R и R  С -с е т к а х  
излагается ниже.

1.4. Расчёт параметров К -  сетки
К расчёту параметров R -сетки (или R С-сетки) для 

решения уравнения процесса промерзания грунтов, как и
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вообще краевых задач, возможны два подхода {?]:
1) физический метод, основанный на аналогии урав н е -  

ний;
2) математический метод, исходящий из приближенно­

го выражения решения для данного уравнения.
Первый метод (так называемый метод замещения) при­

меняется как при физическом, так и при м атем ати ческом  
моделировании. При этом сплошная среда заменяется с о ­
средоточенными элементами. Такая замена обладает преи­
муществом физической наглядности и в простейших с л у ­
чаях может давать верный результат. Вопрос о погрешно­
сти при такой замене остается открытым. В сложных слу­
чаях, как показано в [7], погрешность может оказаться до­
вольно большой, а нахождение эквивалентных элемен т о в 
затруднительно.

Второй метод заключается в том, что дифференциаль­
ное уравнение заменяется конечно-разностным уравнени­
ем для узловых точек сетки, а электрические сетки пони­
маются как счетно-решающие механизмы. Элементы с о е ­
диняются между собой так, чтобы выполнялись указанные 
уравнениями операции. При таком способе с о с т а в л е н и я  
электрических схем теряется физическая наглядность, но 
появляется наглядность математическая, позволяющая оце­
нить погрешность. Этот метод наиболее точный, и в даль­
нейшем электрические параметры будут р ассч и ты ваться  
главным образом исходя из него.

Уравнения, описывающие процесс промерзания грунтов, 
могут быть записаны в любой системе координат, луч ш е 
всего соответствующей геометрии поля. Наиболее ч а ст о  
встречаются прямоугольные и цилиндрические координат­
ные системы.

Расчет параметров R -сетки  для решения 
уравнения процесса промерзания грунта.

з а п и с а н н о г о  в п р я м о у г о л ь н о й  с и с т е м е  к о о р д и н а т

При исследовании температурных полей в промерз а кэ­
шем влажном грунте (двумерный случай) уравнение тепло­
проводности имеет вид:
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(1.33)
д_

Зх ^ 4 w ^ ' (cy)^ t u ' =0;Зт

где A  A f t  ^  -  в общем случае функции пространственных 
координат х, у, температуры и времени^

(jJ -  функция тепловых источников, определяющая при­
ток тепла в единице объёма и в единицу времени.

Функция <х/ имеет различные выражения для случаев 
ТКр * 0 и I* 0, о чём будет сказано более подроб­

но ниже. Граничное условия заданы обычно в виде условий 
1 или Ш рода.

Начальные условия задаются в виде распреде л е н и я 
температур в начальный момент времени Т *Т  (х, у, о ) . 
Пусть Д -область моделирования плоскости хоу. Покроем 
её сеткой прямых, параллельных осям координат. Т о ч к и  
пересечения этих прямых будем называть узлами о е тк и ,  
или узловыми точками. Расстояние между соседними узла­
ми называют шагом сетки.

Уравнение /1.337при выборе неравных пространствен­
ных интервалов можно приближенно представить для узла 
О в виде [2]:

2[

Ti.n~To,n
А, Ь. "А

hi+hs

Т0.П • Тg.W .
2 Нг  ̂I [ Л

Та,п ~ Тлп а То 
i h з ~Ац

Ъ.г
Нм

hs + h/i

C c y V , b 2̂ b i  +  u r  =  0 ;
A t

Умножив обе части уравнения (1,34) на 
получим:

U .34)

(Ь|+Ьг)(Н>+Ьч)
4

~ ~  (v -T ,»)*A  ^  (Т2,п- т») *
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Л ь  (h, + hz) ( j  T \  A n  ( h i * h z ) / j  t )r---- ^  (T3,„ lo,n)i- ----( V '  V / +2  A^

. / A ' V ^  (h, + h2)ihj + hn) / т  T  .
+ (c o /<?,«-' 4 ^ ^  " ( '  Tv,*) +

w . t (ki+hz)(h,+h4)_ q .
(1.35)

Q)

Индексы 0 ,1 , ..., 4 при 
T и ( С у . ) относят эти ве­
личины к узлам 0, 1 ,. . . ,  4 
соответственно (рис. 1 .2 ,а). 
Индексы 1,2,3,4 при h о т ­
носят величину соответ с т -  
венно к интервалам п р о с т ­
ранства между узлами 0—1, 
0-2 , 0 -3 , 0-4* Величины
Л (; Л г; Л > ^ опРеделяют"

ся по средней температуре 
в соответствующих узлах 
в ( п -  1) момент време­
ни. Величина ( С ) опреде­
ляется в соответствующих 
узлах в ( П -  1) момент вре­
мени. Величина <jJ зада­
ется для П —го момен т а 
времени.

Рис. 1.2. Элемент R —сет- Уравнение электричес­
ки, эквивалентный элемент ар- ких токов по первому зако- 
ной площадке вокруг узла 0. ну Кирхгофа для нулевого

узла (рис.1.2,6) запишется 
следующим образом:

в)

Vi,п ~Уо,п Va.n ~ Vo-л . Уз.я ~ Vo.fr
К, Rs
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+. Угн-Уо.» Vo,n-f ~ Уо,ГТ ^ Ум ~Wo.lt ^
Rr R« U

(1.36)

Для соблюдения аналогии между конечно-разностной 
аппроксимацией уравнения (1.35) и уравнением первого за­
кона Кирхгофа (1.36) электрические сопротивления К,- 

R-^ Rco , должны быть рассчитаны по формулам 7

р . р ^clftShs

1 Л (Ьз+ h /,) ’ 2 M ih j + h i , ) ’ 

р _ cLu 2 Ь э  . р dU 2 Ы

3' j U ( f v h 2) '  К ч ' M f a ' h , ) ’
(1.37)

П _ ’ 4l а Т 
Т (c rio,n-« ( h i + h2) ( h 3 * M

(1.38)

р _ с1кА(]/м~Мо,п)

ш cL* w f a + h ^ f f b + h * )
(1.39)

с/у -  масштабный коэффициент по напряжению,
вольт/град;

dl* -  масштабный коэффициент перехода по сопро­
тивлению» ом ккал/час*град;

Vm -  максимальное напряжение, которое можно по­
дать, пользуясь данной измерительной схемой.

Так как потенциал Vo,ri является искомым и не м о ­
жет быть использован при определении параметров моде­
ли, то обычно величину Rur выбирают такой, чтобы

VM»V o ,«  (1.40)
Тогда выражение (1.39) с учётом (1*40) принимает 

вид:
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-  °^g 4  Ум
o ( v U j ( h i  + Иг) (Иэ + fni)  ̂1.41)

Вместо R oj можно подключить в узел ' 0 '  источник 
тока, величина которого рассчитана по формуле

Лиг о(у о/ (ИУ + hg)(h3 + h0
4  cI r

(1.42)

При заданных граничных условиях 1 рода в узлы зада­
ются напряжения, соответствующие заданным температу­
рам.

При задании граничных условий Ш рода выполняется 
равенство

o((Tn-T c)---i(|J)„  (,.«>
где индекс К| означает поверхность, С -  среду; cL -  ко­
эффициент теплоотдачи.

Условие (1.43) можно записать в виде

dl(Tn-Tc) Тр/ГГ ~~ ТУ,* _  Q
(1.44)

Уравнение электрических токов по закону Кирх г о фа  
для сопротивлений, сходящихся в i-uповерхностный уз ел  
(рис. 1.3)} имеет вид:

Mlrt “ Vc,n ^ Vo,rt -  Vifn _ q „
Rj Ri

(1.45)

Для аналогии между (1.44) и (1.45) необходимо,чтобы

23



(1-46)Rdu~. A i R i  .
di hf

Сопротивление Ri определяется по од­
ной из формул (1.37).

Рис. 1.3. Задание ГУ Ш рода в I -й узел.

Расчет параметров R -сетки для решения 
уравнения процесса промерзания грунта, 

записанного в цилиндрической системе координат
Покажем расчёт на примере процесса промерзания оди­

ночной скважиной с внешним радиусом .
Задача описывается уравнением

Э т ' ^ Э г ' ’ г  дг (1*47)
где X  , CV * UJ -  функции координаты *Z| температуры 

и времени.
Граничные условия 1 рода

Tz. • f ( r )
Начальные условия

(̂l,o) ~ f( l)

(1.48)

(1.49)
Уравнение (1.47) в конечно-разностной форме при не­

равных пространственных интервалах можно з апи с ат ь  
(для узла 0) так:

^ *o(h,+ hs)
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(1.50)
То,И-| Т О.п

лг oJ = 0 ;

Обозначения даны на рис. 1.4.

2 Рис. 1.4, Элемент 
R -сетки, эквивалент­
ный элементарной пло­
щадке вокруг узла 0.

(hi+hs)z<
2

Умножив обе части уравнения (1.50) на 
получим:

^  ( V  и ^ ( т , , „ - т с,„)4 (Т*. - а д  -

- г  (V W  ♦(<*),»-, +
+ C j ( h '+ h£ ) Z o z q  .

(1.51)

Так как рассматривается осесимметричная задача,то 
область исследования удобно ограничить сектором с цент* 
ральным углом в один радиан.

Для аналогии с законом Кирхгофа {1.36) для цепи,  
сходящейся в узел 0 (рис. 1.4), необходимо, чтобы пара­
метры R -сетки были рассчитаны так:

р  -  J  «L ^ ? ~ г< * (1.S2)
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p  _ J  2  2 г ~ ? о  .
к2 " л * /). т г г т Т  »

Rr--

^ 2  ^2 * ?o

o(.r 2. a T _________.

(C jf)o,n-i(^2'^i)Zo U 54 )

Ro = (J-Я 2 Vw

T o ,

o*v c J ( z 2 - z , ) e o
В данном случав параметры R -сетки более 

можно рассчитать методом замещения счи^ло ~ u ** гч» vTnTfla, ЧТО v-ч °расположены в центре площадки. УЗ д
Для этого нужно, разбив область кондентриче 

окружностями, определить центры тяжести б^
1.5) по формуле [25] : ЛОКов ( р

ф г & 1 (1.56)

Рис. 1.5. Схема разбивки 
на блоки при замораживании 
грунтов одиночной колон кой  

(узлы внутри блоков).

Тогда сопротивления между дед^р

п . • .  J  1  0„ Z c , h i
k j j + i ln Т >

R ~  и R ^ j  в ы р а з я т с я  так:

ТЯ* ^ И  блоков

(1.57)
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р _ 2  д т
(1.58)

р  .  </-, г  V "

" •* ' « и ’ (1.59)

В формулах (1.57) и (1.58) А  и (С^Г) берутся соответ­
ственно в талом и мерзлом состояниях.

Граничные условия Ш рода для такой цилиндрической 
поверхности имеют вид:

o U T „ - T c ) ^ - i ( 3T' r; ’T )) ;  u.eo)

RdL в этом случае нужно определятьСопротивление 
по формуле

Л7«р u •вI,
где + ] A Z  -  приращение координаты t  в уз­

ловой точке Z k .

лг

1.5. О расположении узлов в элементарных 
площадках

Вывод параметров R -сетки, приведенный выше, от-т 
носится к случаю, когда узлы R -сетки находятся в у г ­
лах граней элементарных площадок, на которые мы разби­
ли область нашей сеткой. Такая разбивка характерна для 
решения уравнений в конечных разностях.

Но можно подойти к разбивке области на элементы с 
другой стороны: считать, что сетка разбивает область на 
элементы, а электрическая сетка заменяет сам элемент, 
у которого центр находится внутри [18].

На рис. 1.6 показаны два случая (разбивка прямоуголь­
ная) , отвечающие практически одной и той же сетке, но в 
первом случае ( а) узлы электрической сетки размещены

27



в узлах геометрической 
сетки, во втором (б ) в 
середине элементар ной  
площадки.

Рис. 1.6. Разбивка 
области элементарными 
площадками сеткой 
а - с  узлами в углах гра­
ней и в -  с узлами внутри 
площадки и сетки элект­
рических сопротивлений 
для этих случаев соответ­
ственно 5 и Z .

Для случая а) выражения для параметров R -  с е т к и  
имеют вид (1 .3 7 ) - (1 .3 9 ) .  Здесь ht »•**? hh -  р а с с т о я ­
ния между узлами. t ,

Для случая б) h* »...» Ни -  расстояния от центра до 
границ элементарной площадки.

При прямоугольной разбивке для плоской задачи выра­
жения параметров R -сетки при расположении у з л о в  
внутри площадки будут иметь вид:

р' _ h i р ; „ <̂ ie Ьа

/ i L9
n f _ d #  п  з . n  ' _ d n  hij .

3 ' *ц~ м № г ) '

R r -
Ля ДТ

(1.62)

(i.6a)
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t (1.64)
p ' _ pi* (Ум ~ \Jo,n) 
KuI"  o t r u (h : + i i t ) ( n 3 +fb)

Отсюда видно, что выражения (1.62) -  (1,64) отличают­
ся от ( 1,37) -  (1.39) отсутствием коэффициента 2 в форму­
лах (1.62) и коэффициента 4 в формулах (1.63), (1 .64).

Для выяснения достоинств и недостатков этих сл у ч а- 
ев расположения узлов рассмотрим пример, взятый из[44].

На рис. 1.7,а показан стержень, разбитый на 4 элемен­
тарных объёма. Задача одномерная. Шаг в длину
На этом же рисунке показаны две R -сетки: одна с узла­
ми в углах граней (на границе элементов), другая с узла­
ми внутри элемента.

а)
Рис. 1.7. Замена 

стержня (a) R -с е т ­
ками с узлами в уг— 

S) лах граней (б ) и с 
узлами внутри эле­

мента (в) .
•)

На рис. 1,7,6 узлы 1,5 обслуживают участки — ,а уз­
лы 2 ,3 ,4  -  участки h * т.е. на длине L мы имеем прак­
тически 5 узлов, а на рис. 1.7,в только 4 узла, обслужива­
ющие участки длиной Ь .

Очевидно, что схема расположения узлов (1 .7 ,б) будет 
давать более точные результаты, чем (1.7,в ). Можно так 
объяснить причину повышенной точности сетки (1.7,6) : 
узлы 1 и 5 обслуживают участки JL , а остальные узлы -

г 2участки П , т.е . мы имеем сетку, где есть более мелкая
) и более крупная разбивка Ь ) на той же длине
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где в случае (1 .7 ,в) есть только крупная разбивка. Но не­
смотря на то, что точность сетки типа (1 .7 ,в) меньше, она 
практически удобна по следующим причинам:

1) количество сопротивлений в случае (1 .7, в) (узлы 
внутри) меньше;

2) расчёт сеток с узлами внутри производится по зави­
симостям, совпадающим с полученными исходя из метода  
замещения, метода эквивалентных балансов, что упрощает 
физическую трактовку задачи, делает более наглядной сет ­
ку и приводит к уменьшению ошибок при расчёте.

Отметим, что разбивка с узлами внутри элемента тре­
бует расположения узла в центре элемента. Однако можно 
показать, что узел может быть расположен в любом месте 
внутри элемента.

В общем случае, чем больше отдален узел от центр а,  
тем меньше точность данной модели при прочих равных ус­
ловиях.

Разбивку с узлами в углах граней и с узлами в н у т ри  
элемента можно применять при электромоделировании н е 
только на R -сетках, но и на R С-сетках.

1.6. Методика решения задач промерзания 
грунта при А Т кр =0

При математической формулировке задачи промерзания 
грунта при Д Т Кр *0  отмечалось, что процессы в мерзлой 
и талой зонах описываются уравнениями Фурье (1 .2 ) ,(1 .3 ) 
и на границе раздела зон соблюдается условие (1 .5 ), коэф­
фициент теплопроводности j(  и объёмная теплоемкость С 
меняются скачкообразно при переходе температуры чер е з  
^кр» которую без ограничения общности можно принять за 
нуль.

В процессе электромоделирования условие на грани ц е 
(1 .5 ) можно включить или в граничное условие, или в ос­
новное дифференциальное уравнение теплопроводности .Это 
не меняет сути дела, будут меняться лишь методы изуче­
ния.

Процесс промерзания грунта при введении условия на 
границе (1 .5 ) в основное дифференциальное уравнение име­
ет вид (1 .3 3 ). Функцию UT здесь можно рассм атри вать
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(1.65)

как внутренний источник тепла мощностью

7

где Уо -  скрытая теплота льдообразования, приходящ а я- 
ся на единицу объёма грунта.

Впервые условие на границе (1.5) включать в основное 
дифференциальное уравнение теплопроводности при м о д е ­
лировании на R -  сетках предложил Либман [39].

Опишем подробнее методику решения этой задачи мето­
дом Либмана.

Параметры R -сетки рассчитываются по формулам 
(1.37), (1 .38), (1,39). Следует помнить, что если Ror оп­
ределено по формуле (1.39), то условие (1.40) должно стро­
го выполняться, чтобы не внести существенных погрешно­
стей. Практически это означает, что рабочие напряжения 
в модели должны лежать в диапазоне 0-10% в тех узлах, ку­
да подключается Rur,

При электрическом моделировании с Rut следует при­
менять такой приём, который позволяет учесть факт замер­
зания за время Л Т не всего элементарного объёма,соот­
ветствующего данному узлу, а его части. Для этого вводит­
ся коэффициент р  , который предложил Либман. Коэффи­
циент р  изменяется от 0 до 1 во время решения задачи , 
когда исследуется процесс замерзания:

р -  <Д  h  У *______________
Kur ' d y C J ( h , ^ 12) ( М М £

0 .6 6 )

После расчёта параметров модели и её сборки подклю­
чаем модель к измерительной схеме. На концы сопротив­
лений Rx  подаются напряжения, соответствующие темпе­
ратурам в данных точках согласно заданному начальному 
условию, то есть в ( Л - 1 )  момент времени. В граничн ы е 
узлы сетки подаются напряжения, соответствующие темпе­
ратурам в П момент времени при ГУ-1 рода. На концы 
сопротивлений подаются напряжения, соответст в у ю - 
щие температурам среды в П момент времени, на концы
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Rut -  максимальное напряжение источника. Rur под­
ключается, когда напряжение в узле становится равным 
у  . При этом время, в течение которого это произойдет, 
ищемся подбором интервалов Д Т способом исследователь­
ских приближений. Это связано с большим объемом работ 
по перерасчету параметров R  -сетки.

Методика моделирования с  учетом р  состоит в с л е ­
дующем. Рассчитываем по формуле (1 .4 1 ). Е с л и
напряжение в данном узле получится выше напр яж е ни я 
V кр» соответствующ его температуре кристаллизации, то 
| р а с с ч и т ы в а е м  по (1 .66 ).

Практически это означает, что величина Rar увеличи­
вается до тех пор, пока напряжение не станет равным V kP* 
Это равносильно тому, что мы ввели 1. По величине
jb определяется часть блока, замерзшая за данный и н ­

тервал Л Т .
Б следующий момент времени в данный узел подключа­

ется сопротивление

п _ 4  d a  \/п______________ __
< ,•в7,

и процесс решения задачи аналогичен предыдущему. Он про­
должается до тех пор, пока на определенном шаге при под­
ключении Ru) напряжение в узле не будет меньше или 
равно напряжению ]/ Кр. Это означает, что весь э л е м е н ­
тарный объём затвердел. Тогда Ror отключается от дан- 
нного узла и подключается к следующему.

Условие окончания фазового перехода в данном у з л е  
можно записать несколько иначе, если принять Д X  посто­
янным. Суммарный ток

'  М Ф
(1.68)

Так как при данном методе ток явно не измеряется, а 
зависит от величины сопротивления, условие (1.72) пред­
ставим в виде:
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(1.69)
5" ( _L ^  -  °^y O '*

• ‘  Vm Rr ( ф
При некотором Д T может получиться, что процесс вы­

деления скрытой теплоты льдообразования будет продол ­
жаться сверх положенного времени. Практически это озна­
чает, что напряжение в данном узле станет ниже V  кр * 
При наступлении У ^  омические сопротивления м е ж д у  
данным узлом и соседними узлами, где напряжение к это ­
му времени уже ниже ]/ кр, изменяются скачкообразно.

Преобразуем последние два члена в уравнении ( 1 . 3 4 )  
следующим образом:

(1.70)

Из формулы (1.70) видно, что для учета скрытой т е п ­
лоты льдообразования в этом случае следует на свободный 
конец временного сопротивления подать значение на­
пряжения , соответствующего величине температуры
Та ц-| + ~ - п . Величину ( С ) во время фазового перехо- 

9 (^У /
да можно принять либо как для мерзлой зоны, либо как 
для талой. Если напряжение в узле V*#n >  Vicp » уменьше­
нием добиваемся, чтобы \/$,ц = Vxp • ^ у ч е т о м  
(1.70) и зная значение подобранного напряжения У7 , на­
ходим, какая часть элементарного блока претерпела фа­
зовое превращение, т.е . определяем коэффициент 8̂ .Б даль­
нейшем процесс моделирования аналогичен.

Как показано в (42 ]9 при достаточной аппроксимации 
можно полагать, что истинный фронт затвердевания лежит 
в центре явной зоны фазового изменения.

Область моделирования, где происходят фазовые пере­
ходы, желательно разбить на более мелкую сетку,а по ме­
ре продвижения фронта промерзания менять мелкую сетку 
на более крупную.
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Вкратце остановимся на масштабировании при модели­
ровании этих процессов*

В работе Либмана [зв] показано» что для моделирования 
уравнения типа Фурье без источников тепла необходимо вы­
полнить условие

где

d U

Г - - 1 .  (1.71)
С

-  масштаб коэффициента теплопроводности;
-  масштаб времени;
-  масштаб линейных размеров;
-  масштаб объёмной теплоёмкости.

При моделировании уравнения (1.33) с источниками 
тепла мощностью U  должно выполняться дополнитель­
ное условие на масштабирование 1*3 [39]

d cJ  - d-v cL a .

А
(1.72)

При заданных граничных условиях Ш рода (1*43) коэф­
фициент теплоотдачи масштабируется так:

г ~
de cLcJ __ djj

cL v d e
(1.73)

При необходимости замера расхода тепла в узле, куда 
заданы ГУ-1 рода, в него подключается эталонное сопро­
тивление, намного меньшее сопротивления сетки, и по па­
дению напряжения на этом сопротивлении вычисляется 
значение тока.

Определение расхода тепла в узле при заданных г р а ­
ничных условиях Ш рода производится по падению напр я - 
жения на сопротивлении R^ • Для перехода от значения 
электрического тока к расходу тепла должен быть введен 
масштаб перехода
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(1.74)/ _ cL v
~ T*~

1.7* Методика решения задач промерзания грунта 
при А Ткр У*0, Линеаризация уравнения

Выше показано, что для некоторых грунтов при их про­
мерзании фазовые переходы происходят в спектре отрица­
тельных температур, при этом теплофизические характери­
стики Л  и С мерзлого грунта являются непрерывными 
функциями температуры. В связи с этим в мерзлой з о н е  
имеет место нелинейное уравнение теплопроводности (1.7) 
с источниками, интенсивность которых зависит от темпе­
ратуры. В такой зоне имеет место линейное уравнение теп­
лопроводности (1 .3).

При электромоделировании на R -сетках процесса про­
мерзания грунта при Л ТКр^0 можно пользоваться о б о б ­
щенным уравнением (1.9) либо уравнениями (1 .3), (1 .7), 
причём можно использовать два варианта моделирования 
[18] этого уравнения.

Первый вариант моделирования уравнения (1.6) -  э т о
вариант, в котором член CxJ -  О -д—

о Т </Т
как внутренний источник тепла мощностью 1а7 

Тогда Т«,п

-  Г  С,„с/Т

рассматривается

= / с
V

(1.75)

где То к -  температура окончания фазового переходам при 
моделировании, проходя диапазон Т0>п-Т 0 к, на 
каждом шаге решения ДТ следует определять 
по формуле То пЧ

_ J L ,01=
А Г

0 .7 6 )
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Когда в процессе моделирования достигается Vo,rt с о ­
ответствующее температуре начала кристаллизации грун­
та. в данный узел подключается R<*r , которое рассчиты­
вается по формуле (1 «41).

При определении Кы  величина Тotn входит как ниж­
ний предел интегрирования в . Но Тоеп заранее не­
известно, Поэтому в расчет Ru/ берется его ориентировоч­
ное значение.

Если напряжение в узле на данном АТ  станет выше Уц» 
следовательно, в расчет Ru; взята температура ниже поло­
женной, Для уточнения Т0,п нужно сделать несколько при­
ближений, Практически дело сводится к увеличению R& . 
т.е. вводится коэффициент f  . и процесс аналогичен с л у- 
чаю Л  ТКр * 0 .

Если напряжение в узле на данном АТ  станет ниже 
V?,n > то для соответствия полученной температуры т е м ­

пературе, принятой в расчет RcJ » также следует произве­
сти корретировку сопротивления Rut •

Этот прием равносилен ступенчатой аппроксимации 
кривой О/ * U?(T)f и чем меньше интервалы пространства 
и времени, тем большую точность получим.

Второй вариант моделирования-это учет теплоты кри­
сталлизации (X в Сэф» тогда задача решается без источ­
ников тепла, но Сэф будет входить в R? • Для уравнения 
(1,9) после представления его в конечных разностях

RT= 2 JL r д г _______
(cjf+ Cc„ ) ( M h 2)

(1.77)

При этом можно выбирать такие диапазоны т е м п е р а т у р  
Т0|П_, “  Т0,и »в которых О. выделяется по линейному з а-
кону, тогда CQnsi н нужно учитывать в R? лишь
с у <т). ат

Если (Т) выделяется не по линейному закону(то
на каждом шаге АТ необходимо учитывать и Ссп(Т).  
Учет /  (Т) ,  с у  (Т) и Ссп(Т ) ведется путем корректи­
ровки соответствующих сопротивлений R -сетки. П о к а ­
жем это на примере (Т ).
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Если температура в узлах, между которыми стоит в R -  
сетке сопротивление Rj , на данном шаге резко отлична 
от температуры на предыдущем шаге и yl в них с у щ е с т ­
венно зависит от температуры, то необходимо применить 
метод итераций. Для этого Ra нужно рассчитать по сред­
ним значениям ^  в узлах для ( П — 1) и М мо м е н т о в  
времени. Если имеется необходимость, то решение можно 
улучшить, повторив ту же операцию, и так до тех пор,пока 
разность температур между двумя последовательными при­
ближенными станет достаточно малой.

Таким образом, при методе итераций два последних при­
ближения сравниваются между собой, a Ji (Т ) в узлах на­
ходится как среднее значение между последним приближе -  
нием и начальным распределением температур. Такой под­
ход соответствует замене плавной зависимости JI (Т ) сту­
пенчатой.

В случае, когда разность температур между шагами не­
велика, что может быть при достаточно малом А Т ,и  кри­
вая Ji (Т ) в этом промежутке температур изменится н е ­
значительно, предыдущие уточнения делать не с л е д у е т ,  а 
для очередного шага Л  следует рассчитать по температу­
ре последнего приближения предыдущего шага.

Процедура учёта зависимостей CJ(T) и C^f(T) анало­
гична заданию Ra  , где J} ( Т ) .

При достаточной разбивке области моделирования с е т ­
кой и при достаточно малых Д Т  такой учёт нелинейности 
позволяет получить решение, близкое к точному.

Параметры R -сетки , решающей уравнения (1.37), 
можно записать различным образом в зависимости от п о ­
становки задачи (нелинейная, линейная, линеаризованная)
Об*

а) JL , С -переменные; Л  входит в расчёт ( R i - со ­
противление грунта), С входит в R? ; задача нелинейная;

б) Ji , С переменные ; но Ji введено в RfcTax, ч т о
CL~ -  величина переменная; линеаризованная задача;

в) J[ ; С -постоянны е; Л входит в , С в R*t з а д а ­
ча линейная.

Если решать линеаризованную задачу, то уменьшается 
количество изменяемых сопротивлений. В [16] показано,
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что в случае решения при 6) соответствующим выбором А  
и С можно получить решение, более близкое к а), чем при 
решении по б ), и что для практического решения многочис­
ленных вариантов нелинейной задачи можно рекомендовать 
следующий путь:

1) с помощью электромодели R -сетки решить один ва­
риант нелинейной задачи;

2) найти осредненные значения теплофизических харак­
теристик;

3) все остальные многочисленные варианты решать при
усредненных «Я и С. .

Интересный способ учета Л (Т ) предложил ЛибманГЗв]. 
Если изменениями AJ. коэффициента теплопроводности с 
температурой пренебречь нельзя, но они относительно ма­
лы в течение интервала времени А  Т , так что

д

Эх
(1Л8)

то для получения достаточной точности можно включить 
это изменение ъ вместо того, чтобы ввести это изме­
нение в R[ , BE', ля коэффициент в 1 + Д А } .

) .8, Некоторые дополнительные возможности 
учёта скрытой теплоты при моделировании 

на R -сетках
Остановимся еще на некоторых методах учёта в н у т ­

ренней теплоты фазового перехода:
а) теплота фазового перехода включена в граничные 

условия как внешний источник тепла, действующий на гра­
нице раздела фаз*

Граничные условия для этого случая имеют вид (1*5)и 
применяются, когда теплота фазового перехода выделяет­
ся при постоянной температуре ТКр.

В данном случае учёт Q  не совсем удобен, так
как необходимо знать скорость движения границы промер-
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nзания i которая при моделировании на N -сетках за -
ранее неизвестна.

Это, однако, не означает, что такой путь учёта тепло­
ты фазового перехода невозможен. Так как на каждом ша­
ге решение известно положение фронта раздела фаз £ , по 
предыдущим шагам можно определить

$*9-2

d r  А Т 0 .7 9 )

Из (1.79) видно, что для определения члена в
П -ный момент времени необходимо иметь значения *>/?-/,/ 
и &п-г • г можно определить, например, решением 
дифференциального уравнения (1.3) по явной схеме.

Нели будет выявлено, что скорость
d $
d r

S w-l
AT

(1.80)

отличается существенно от принятой в расчёте, то необхо­
димо сделать одно или несколько приближений.

Методика задания граничных условий П
v/ рода ■ и в #  заключается в следующем
• м (рис. 1.8).

Д- В конечно-разностной форме граничное
I |йо* условие II рода для 1 узла можно записать  
М [38] так:

п».

7о,г? ~ Ti,и rj

*1
( 1 .8 1 )

Рис.1.8. Схема задания граничных услови й 
Ш рода.

Уравнение электрических токов по закону Кирхгофа для 
сопротивлений, сходящихся в точку 1 на поверхности раз­
дела фаз, принимает вид:

39



(1.82)
Ум ~ У),и У о,» -  \!,,п р

Ч  *. ' а
Из (1.81) имеем

~  То,п + Т>,п
in

У |,П ~У о,П  ■  с / у  f t *  ~  То,п) -  о /у

j/lt
откуда

_ Ум ̂  Ri
ЯГ Jv<hh,R a . =

(1.83)

(1.84)

(1.85)

При выводе (1.85) учтено условие Ум ^  У*,я 
Нели в узел R —сетки подается непосредственно ток, т о 
его величина определяется формулой

(1.86)
т  _ ĉ y hi

^ ■ " Х й Г
б) в некоторых работах» например [5],[3l], выделение 

скрытой теплоты рассматривается как повышение темпе­
ратуры на

лТ  = _0о_
(Ф

(1.87)

Такой прием задания Q<> реализуется при использовании 
явного метода решения конечно-разностных уравнений [5].

При решении уравнений теплопроводности неявным ме­
тодом нет нуждь прибегать к такому приему, который вно­
сит определенную погрешность [31], занижая время замер­
зания.

Указанный приём применим и в случае, когда Оо выде­
ляется в диапазоне температур Т 0/П -  Тс#к [31];

в) рассмотрим еще один прием учета внутренних т е п -
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лот OJ .
Возьмём два последних члена уравнения (1.35) (одно­

мерный случай):

(1.88)

Подставим вместо его значение по (1.65), умножим и 
разделим второй член в (1.88) на ( Т -  То,п ) , тогда 
получим

(1.89)

В выражении (1.89) в первых скобках стоит

ч -
в о

Т0,П-1 ~ Том
(1.90)

т.е. какая-то новая эффективная теплоемкость, отнесённая 
к интервалу температур Т0 пч -  Т .

При моделировании (jJ таким способом нужно внача­
ле задаться интервалом температур, в котором будет про­
исходить выделение скрытой теплоты Т0ц -  То,к . Ч е м  
меньше разность Т0н -  Т0< , тем больше мы приближа­
емся к тому, что фазовые превращения будут происходить 
прй постоянной температуре. Величина (хХ будет входить 
в Rt- *

Наиболее правильным методом моделирования &Г,вы -  
деляющегося как при Д Ткр *0, так и при А Ткр У0, явля­
ется приём, когда ток подводится через $их , рассчитан­
ное по формуле (1.41). Если Д Ткр**0, то сопротивление 

R oj следует включать во все узлы, попадающие в д и а ­
пазон температур То н - Т 0 <

1.9. Точность решения, полученного на £  -сетках
Погрешность, возникающую при электромоделировании
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дифференциального уравнения теплопроводности, слагает ­
ся из четырех погрешностей: а) погрешности метода, в о з ­
никающей от замены дифференциального уравнения конечно­
разностным; б) собственной погрешности сетки, возникаю­
щей от неточного изготовления ее элементов; в) погрешно­
сти из-за неточного задания напряжений и токов; г) погреш­
ности измерений [3].

Можно считать, что погрешности б ), в ), г ) о с т а ю т с я  
неизменными. Справедливость такого утверждения подтвер­
ждается экспериментами [18]; при использовании компенса­
ционного метода измерения результаты решения одной и 
той же задачи на одной и той же сетке после десятков опы­
тов, проводимых в разное время, отличаются не более чем 
на 0,1%,

Оценка погрешности от замены дифференциального урав­
нения конечно-разностным является чисто математической 
задачей, решение которой отражено в работах Панова [^9], 
Коллатца [20], Шура-Бура [36]# В общем виде определение 
этой погрешности связано с большими трудностями,так как 
она оценивается с помощью линейной комбинации м а к с и ­
мальных значений модулей старших производных.

Так как электрическая модель £  -сетка  позволяет най­
ти решение неявной разностной схемы, то  устойчивость ре­
шения, полученного на -сетк е , не зависит от соотнош е­
ния интервалов пространства и времени. Выбор величин про­
странственных интервалов h и временных Д Т влияет  
только на точность решения. Так как электрическая м о ­
дель является математической, т .е . моделируется ре ш е -  
ние уравнений описывающих явление, а не само я в л е н и е ,  
погрешность следует определять сравнением с аналитиче­
ским решением того дифференциального уравнения, матема­
тической моделью которого является электромодель -  
сетка. Однако для некоторых задач аналитическое решение 
найти практически невозможно. В этом случае результаты 
злектромоделирования можно сравнить с  численным расчё­
том или с  данными опытов.

Общая погрешность и погрешность метода зависят от 
выбора интервалов h и д £  • В каждом конкретном случае 
выбор h и a Y должен быть произведен, исходя из кон­
кретных условий задачи.
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Если же отвлечься от конкретных условий задачи» т о  
можно судить лишь о качественном влиянии величин h и 
А Т  нв точность. Уменьшение интервалов h и ЛТ ведёт  
к повышению точности» но зато резко увеличивается вр е - 
мя решения, увеличение их приводит к обратному. Нельз я 
дать общий рецепт по выбору h и л Т  •

Выбор 'оптимального* интервала времени и простран­
ства, обеспечивающий нужную точность при минимальной 
затрате времени, производится решением с удвоенным и 
уменьшенным вдвое интервалом [29]. Если результат, по­
лученный с удвоенным интервалом, незначительно отлича­
ется от полученного ранее, то интервал не больше оптималь­
ного. Если разница между результатом велика, то необхо­
дима проверка решения с шагом, уменьшенным вдвое.Если 
данные» полученные при первоначальной величине интерва­
ла и при уменьшенном вдвое, будут близки, то начальный 
шаг будет оптимальным. Это правило относится как к вы­
бору интервалов пространства, так и к выбору временных 
интервалов. Примеры оценки погрешности при решении не­
стационарных задач теплопроводности можно найти в [18], 
а применительно к задачам исследования процессов п р о ­
мерзания грунта -  в гл.4.



Г л а в а  2

МЕТОДИКА РАСЧЁТА ПРОМЕРЗАНИЯ ГРУНТА 
НА ЭЛЕКТРОМОДЕЛЯХ R С-СЕТКАХ

2.1. Расчет масштабных коэффициентов 
при моделировании на R С-сетках

При электромоделировании на RC-сетках параметры 
и переменные величины электрической модели должны со­
ответствовать параметрам и переменным функциям тепло­
вой системы. Для расчета необходимых величин электри­
ческих элементов, составляющих сетку, выбирают м ас ш ­
табные коэффициенты, при помощи которых осуществляет­
ся пересчет соответствующих параметров и переменных 
величин согласно электротепловой аналогии из одной си ­
стемы в другую.

Масштабные коэффициенты не могут быть произвольны­
ми, так как они связаны тремя основными зависимостями. 
В случае электрической системы эти зависимости следую­
щие:

(1% .
сК ’ (2.1)
V .
R » (2.2)

r av .
С Зт' (2.3)

Аналогичные соотношения существуют и в тепловой си­
стеме. Отсюда следует, что только при масштабных коэф­
фициентах, связывающих тепловую и электрическую систе­
мы, могут быть независимыми:

cU . V .
" Т  ’

(2.4)

с,
- С т *

(2.5)
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(2.8)

Три другие определяются из условий:

cL<j, = d c ’cLyf ) (2 .7 )

d-т z c tR ĉ -c f (2 .8)

Л -  °^y •d a  = ——  , (2 .8)
dft.

При выборе масштабных коэффициентов обычно исходят 
из конструктивных особенностей имеющегося интегратора, 
В большинстве случаев процесс выбора масштабных коэф­
фициентов заключается в следующем.

Вначале удобно выбирать коэффициент , связываю­
щий напряжение узловых точек сетки с температурой с о -  
ответствующях точек тепловой системы. Верхняя граница 
допустимого напряжения определяется рабочим диапазо­
ном источников питания и допустимым рабочим напряже­
нием ёмкостей. Нижняя граница выбирается такой, чтобы 
шумы в модели и измерительной аппаратуре были на поря­
док слабее минимального моделирующего напряжения. Ча­
сто масштабные коэффициенты требуют перерасчета.

В большинстве электроинтеграторов с R .С-сетка ми 
диапазон изменения емкостей конденсаторов сравнитель­
но мал. Следовательно, следующим должен выбираться ко­
эффициент olc «В  электроинтеграторах с малой постоян­
ной времени, где имеет место периодизация, время реше­
ния практически ограничено несколькими дискретными зна­
чениями, Исходя из этого, выбирают с/*? *

Масштабный коэффициент вычисляется на основа­
ния определенных коэффициентов dc  и из выражения 
(2.8), Масштабные коэффициенты dLy и JLD вычисляют­
ся тогда соответственно из выражений (2/7) и (2 ,8).

Легко видеть, что при математическом моделировании 
процесса промерзания грунтов все коэффициенты масшта­
бирования являются размерными величинами, кроме,разу­
меется, коэффициента d t .
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2.2. Способы учёта сквытой теплоты пои -Д Л к р ^
Моделирование с к р ы т о й  теплоты способом подключе­

ния в уэел дополнительной емкости. Рассмотрим одном е р - 
ную задачу промерзания грунтов, записанную в прямоуголь­
ной системе координат в общем виде:

в
Эх (2 .1 0 )

Функцию скрытых теплот 
дующим образом:

преобразуем е л е -

- г. 0 .  £ 1  $ 1 ~ < к  i l
" а х  ЭТ дг ^ дТ 9х (2 .1 1 )

Учитывая (2.11) ,  уравнение (2 .10) можно записать
так:

(2.12)

Выражение в (2.12) представляет дополнитель­
ную объёмную теплоемкость, которой при электромодели­
ровании соответствует дополнительная электрическая ём­
кость Сф.

Чем меньше Д Т, а следовательно чем больше дополни­
тельная Сф, тем  больше точность моделирования. Однако 
при её выборе нужно еще руководствоваться конструктив­
ными особенностями интегратора. Л  Т нужно в ы б и р а т ь  
так, чтобы соответствующая разность потенциалов А V 
измерялась достаточно точно. На УСМ-1 Д V с л е д у е т  
брать от 3 до 10% от максимальной величины 20 в. Может 
получиться, что Сф не разряжается до п ервон ачал ьн ого 
значения за время восстановления.

В этом  случае для каждой такой дополнительной емко­
сти Сф нужны от одного до трех разрядников, либо  д л я  
этого следует применять герконы, закрывая ими Сф на 
время восстановления.
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Время наступления V Кр и Vxp + ^ V  фиксируется из­
мерительным устройством. При достижении в узле \J  Кр +
* д V Сф отключается.

Моделирование скрытой теплоты подачей в у з л о в у ю  
точку среднего тока. После разбивки области на э л е м е н ­
тарные блоки, расчёта электрических сопротивлений и ём­
костей подсчитываем количество электричества для каждо­
го блока-эквявалент скрытой теплоты льдообразования по 
формуле

l a  LldoS / ( ' 6  V) (2.13)
При V Кр необходимо отвести от каждого блока £jj :

Q.-J 3iMd.X (2.И)
где ^  и Т; -  соответственно время начала и окончен и я 

фазового перехода.
Функция 7; (%) должна быть такой, чтобы во время фа­

зового перехода потенциал в узле оставался постоянн ы м 
и соответствовал У Кр. Однако функцию З^т^найти очень 
трудно. Поэтому приходятся брать средненнтегра л ь н о е 
значение электрического тока за время А Х  :

Г
-  Jr. 3i ( r W t  %,

h i  — л Т —  = &  <2-ls)

Уравнение (2.15) с двумя неизвестными. Эту неопре­
деленность, однако, можно преодолеть подбором и
A X  таким образом, чтобы в конце А X  потенциал соот­
ветствовал температуре промерзания. На УСМ-1 ток зада­
ется с каналов ГУ-П или ГХ-ПМ. Малую величину элект­
рического тока можно задать более точно,применяя*масш- 
табы* каналов ГУ-П.

На электромодели переход происходит не при постоян­
ном напряжении, а при несколько изменяющемся в сторо­
ну положительного значения. Это объясняется тем, ч то  
задается средней етегральяое значение тока на промежу­
ток времени д  X  • Величина этого напряжения относит ель-
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но малая и на точности решения сказывается незначитель­
но*

Бремя наступления и окончания фазового перехода для 
узла регистрируется измерительным устройством. Экспе­
рименты показали, что для одномерных задач пром ерз а- 
ния при подаче среднеинтегрального значения тока в узел 
ступенька фазового перехода получается достаточно хоро­
шей. При моделировании двухмерных задач, учитывая вза­
имное влияние соседних блоков, в которых также идет про­
цесс фазового перехода, при учете скрытой теплоты сред­
неинтегрального значения тока для получения ступеньки 
фазового перехода недостаточно и приходится давать два 
или несколько больше среднеинтегральных значений на все 
время фазового перехода. В этом состоит неудобство дан­
ного метода.

Скрытую теплоту на электромодели можно учитывать 
путём задания через сопротивление R*j напряжения Vn • 

рассчитывается по формуле (1.14). Такая с х е м а  
представляет собой балансную систему: при уменьшении 
(увеличении) напряжения в узле растёт (падает) ток че­
рез сопротивление Rur, а напряжение в узле практически 
остается постоянным. Можно подавать не , а в не­
сколько раз уменьшенное напряжение, соответственно 
уменьшая во столько же раз Rur . Эксперименты это пол­
ностью подтвердили.

Моделирование с к р ы т о й  теплоты путём отбора из у з ­
л о в о й  точки н у ж н о г о  количества электричества каналом 
ГУ-1. Два перечисленных выше способа учёта скрытой  
теплоты при моделировании двухмерных задач достаточно 
трудоёмки, хотя значительно лучше метода Либмана.Пред- 
лагаемый способ в несколько раз менее трудоёмок по 
сравнению с предыдущими и более точен. Сущность е г о  
применения на УСМ-1 заключается в следующем.

Когда в узловой точке наступит напряжение V кр» к 
ней подключается канал задания граничных условий 1 рода 
ГУ-1, который работает по временной программе. Кана­
лом У Кр удерживается в узле до тех пор, пока он не от ­
берёт необходимого количества электричества ^   ̂ .соот­
ветствующего скрытой теплоте льдообразования для этого
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узла. После этого канал отключается.
Б качестве измерительного устройства количества за­

ряда был сконструирован прибор, который состоит из чув­
ствительного гальванометра магнитоэлектрической систе­
мы М 195/1 и телефонных ключей для независимого и з м е ­
рения тока в каждой узловой точке сетки. Диапазон изме­
рения тока прибором был расширен до 560 мка. Внутреннее 
сопротивление прибора пренебрежимо мало по сравнению 
с сопротивлением сетки (на используемых практически ди­
апазонах от 7 до 560 мка оно колеблется от Id до 0,2 ома).

Прибор работает следующим образом (рис. 2 .1 ).На вход 
ключа (Вх.) с канала ГУ-1 подается необходимое напряже­
ние в соответствии с веременной программой. С выхода  
ключа (Вых.) это же напряжение через нормально замкну­
тые контакты ключа, когда он находится в положении, р а ­
бота поступает в узловую точку. При включении ключа в 
положение 'Измерение' нормально замкнутые контакты 
его разрываются, а в разрыв их включается гальванометр 
£  , который отмечает среднейнтегральное значение тока 
за период. Так как в приборе используется один гальвано­
метр для измерения тока в нескольких узловых точках об­
ласти, то для каждого узла необходим свой ключ. Прибор 
сконструирован так, что при нажатии определенного ключа 
происходит измерение в узловой точке, принадлежа щей 
только этому ключу. Внешний вид прибора изображен н а 
рис. (2.2).

Перед решением на машине УСМ-1 необходимо точно 
замерить при помощи осциллографа И0 -4  полный период 
решения Тэ машины. Так, при Т, *10 мсек и Тг *30 мсек 
T3 «3 7 f8 мсек, а при Tf • 20 мсек и Т г -30  мсек Тд -  
• 58,6 мсек.

Принцип измерения количества электричества основан 
на измерении среднеинтегр$льного тока за период Т:

3v r . i f b ( r ) d t
I Тм

Откуда количество электричества для узла

% z Jcpj Т

(2.16)

(2.17)
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При моделирова н и и 
на R С-сетках вначале, 
несмотря на то, что вре­
мя представлено не пр е - 
рывно, следует, учитывая 
большие градиенты тем­
ператур, брать время на­
туры Тн небольшое(один 
или несколько десятк ов  
часов). Машинное время 
Tf при этом также с л е ­

дует брать минимальное, 
так как при желании уве­
личить Т* этого можно 
добиться изменением по­
ложения переключат ел я

машины.
Соответственно 

нужно изменить. В даль­
нейшем в процессе расчё­
та время натуры нужно 
увеличить в н е с к о л ь к о  
раз. Сопротивления сетки 
должны быть соответ с т -  
венно увеличены во столь­
ко же раз, а электричес­
кие ёмкости, учитывая их 
небольшой разброс и диск­
ретность набора, следует 
оставить прежними. С о ­
вершенно очевидно, ч т о  
при данном времени моде­
ли Tf 3cpj остается неиз­
менным, так как d  у и 

о£с не меняются.
Преимущества этого 

способа особенно нагляд­
но проявляются при реше­
нии двухмерных з а д а ч ,
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когда нужно учитывать взаимное влияние соседних блоков*

Рис. 2.2. Прибор для измерения среднеин­
тегрального значения тона.

2.3. Блок учета нелинейности (БУН)
Цри решении нелинейных задач математической физики 

в процессе решения необходимо изменять параметры и с ­
следуемой области» т .е . изменять сопротивления и е м к о ­
сти электрической сетки* БУН предназначен для и зм ен е­
ния физических свойств области методом непреры вного 
представления времени. Пусть» например» нам нужно и з ­
менить сопротивление Ry на ( Ry <Ry)  (р и с .2 ,2 ).

Для этого нужно параллельно сопротивлению Ry под-
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ключить такое сопротивление *у , чтобы общее сопротив­
ление стало 1?у . Подключение сопротивления произ­
водится в необходимый момент времени решения зад а чи 
контактами IP2  электронного ключа, выполненного на тран­
зисторе ПЦ и Реле P i. При необходимости увеличить сопро­
тивление ключ может работать на размыкание.

Специфические особенности работы коммутирующих эле­
ментов в сетке сопротивлений препятствуют приме нению 
бесконтактных ключей,имеющих конечное обратное(5-10MSI) 
и прямое (5-15 ом) сопротивления, сравнимые с сопротив­
лением сетки. Поэтому в качестве коммутирующих элемен­
тов для изменения параметров сетки были использованы 
герметизированные магнитоуправляемые контакты (герко­
ны), по своим параметрам приближающиеся к бесконтакт­
ным ключевым элементам, но лишенные их недостатков,опи­
санных выше.

В простейшем виде геркон представляет собой два час­
тично расплющенных отрезка пермалоевой проволоки, зава­
ренных в стеклянную ампулу, наполненную инертным газом. 
Под воздействием на геркон магнитного поля достаточной 
напряженности пермалоевые проволоки пружины притягива­
ются друг к другу, соединяясь электрически. Переходное 
сопротивление контакта не превышает 0,2 ома. При умень­
шении напряженности магнитного поля ниже определенной 
величины пружины под воздействием упругих сил воз вра­
щаются в исходное состояние и контакт раз мыкается.Один 
или несколько герконов, помещенных в электромагнитную 
катушку, образуют простые безъякорные реле на замыка­
ние. Механические движения в герхоновых реле сведе н ы 
до минимума и заключаются в смещении конца пружины на 
расстояние от нескольких десятков до нескольких сотен  
микрон. Поэтому чувствительность и быстродействие у гер- 
коновых реле намного выше, чем у обычных электромаг­
нитных реле. Быстродействие его на замыкание не превы­
шает 1 мсек, а на размыкание % 0,3 мсек. Среднее число 
безотказных срабатываний при коммутации малых то к о в  
(до 10 ма) близко к 10®.

Основным элементом БУН является ячейка (см.рис.
2,3 и 2,4), состоящая из полупроводникового ключа на
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транзисторе П214 и подключаемых к нему нескольких гер- 
коновых реле.

Рис. 2.3. Схема подключения дополнительных 
сопротивлений и емкости к узловой точке О 

при помощи геркоиового реле.

Полупроводниковый ключ управляется каналом ГУ-1 «ко­
торый имеет временную программу. При поступлении на 
вход 4 отрицательного импульса напряжения транзисто р 
ПП{ отпирается и через обмотку геркоиового реле п о т е ­
чёт ток» контакты геркона сомкнутся я произведут под­
ключение дополнительного сопротивления. В качестве д о ­
полнительных сопротивлений R* н Ry нснользуются ма­
газины сопротивлений блока сетки. К одному транзистор­
ному ключу возможно подключение 10-15 катушек герконо- 
вых реле.
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Р и с .2.4. Схема переключающей ячейки с одним 
герконом.

В свою очередь, к одному каналу ГУ-1 возможно п о д ­
ключение нескольких полупроводниковых ключей. В прибо­
ре используется 64 полупроводниковых ключа, 216 одиноч­
ных герконов и 54 двойных геркона. Питание прибора о с у ­
ществляется от мощного выпрямителя с регулируемым на­
пряжением от 0 до 30 в. Все входы и выходы ключей(4и5),  
входы катушек реле (1 ) и выходы контактов герконов(2,3)

Рис. 2.5. Блок-схема прибора для изменения 
параметров решаемой задачи.
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выведены на лицевую па­
нель. При помощи шнуров, 
прилагаемых к машине 
УСМ-1, возможна различ­
ная их коммутация. И а 
рис. (2.5) и (2.6) приве­
дены блок-схема и сокра­
щенная принципиаль н а я 
схема прибора учёта н е­
линейностей.

У всех герконовых ре­
ле было проверено время 
отпускания. Время сраба­
тывания лежит в пределах 
от 0,4 до 0,8 мсек, а вре­
мя отпускания от 0,2 до 
0,4 мсек. При работе клю­
чей это необходимо учи­
тывать и запит ы в а т ь 
ключи с соответствующим 
опережением. В связи с 
этим была доработана 
схема временного дешиф­
ратора машины УСМ-1 .
С него были выведены им­
пульсы, соответствующие 
-2 ,-3 , -4, -5 , -6, -7  и -8% 
времени Tf .

Описанный прибор мож­
но использовать для из -  
менения параметров об­
ласти, не прерывая вре­
мени решения, не только 
при решении теплофизи­
ческих задач с фазовыми 
переходами, но и других 
нелинейных задач.
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2,4. Учёт скрытой теплоты при Д Ткр* 0

В математической формулировке задачи промерз а ни я 
грунта для случая Д выделение теплоты льдообра­
зования рассматривается как временное увеличение тепло­
ёмкости при^ (Т ) и (CJf ) (Т ) в мерзлой зоне. Это увели­
чение настолько значительно, что технические особенности 
электроинтегратора УСМ-1 не позволяют провести модели­
рование указанной задачи с использованием ё м к о с т е й  
Сэф(Т).

Для этого случая предлагается следующий метод моде­
лирования поставленной задачи.

Решение задачи идет 'шаг за шагом'* З ависим ость 
теплофязических характеристик j[ и ( С ) от температу­
ры за данный промежуток Л Т учитывается, как и при мо­
делировании на R -сетках (см .1.7 гл .1). Для изменения 
параметров модели используется БУН.

При достижении в узловой точке напряжения Уогн , со ­
ответствующего Т 0  н на промежуток времени АТ в уэ е л 
подключается канал h y -I  (рис.2.7), на который с функцио­
нального преобразователя (ФП) подается линейно изменяю­
щаяся функция напряжения (этим предполагается, что за  
д Т  функция CqqCT) изменялась бы линейно).

Обычно берут напря­
жение Vo,я " 0 . Значе­
ние напряжения на к о ­
нец 4 Т берётся прибли­
женно, так как оно явля­
ется неизвестной вел и ­
чиной, Далее замеряет­
ся количество электри­
чества Ц, 9 , потребляе­
мое каналом ГУ-1 за  
время АТ прибором  
М 195/1. Используя по­
лученное значение <̂э 
и график функции cj,? -  
• <fe(V) * вводят соот­
ветствующие корректи­
вы в наклон функции с

Р и с.2.7. Схема учёта скры­
той теплоты при А Т*р -  0 с по­
мощью ФП и канала ГУ- 1 .
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канала ГУ-1 и последовательными приближениями добива­
ются соответствия измеренного ^  графику (Ю *

От величины АТ зависит только точность* Б начале 
решения А % следует брать поменьше, учитывая большие 
градиенты Т, затем постоянно увеличивая*

При описанном здесь способе учёта скрытой теп л о т ы  
для создания линейно изменяющихся функций на канале ГУ-1 
машины УСМ-1 требуются функциональные преобразовате­
ли, число которых равно всего 20, что ограничивает коли­
чество узловых точек, в которых идет процесс льдовыде­
ления одновременно*

Более приемлемым является следующий способ учёта 
скрытой теплоты при Д ТКр9*0* При значении потенциала 

Чо,н в узловую точку на промежуток Д Т  с к ан ала  
ГУ-1 через переменное дополнительное сопротивление 1?доп 
подается потенциал Vo,* • Канал включается програм­
мой (рис. 2*8).

Здесь также 
сравниваем заме­
ренное прибором 
М 195/1 количест­
во электричества 

^  с графиком
Я, (V) *При ие”соответствии этих 

величин, изменяя 
величину дополни­
тельного сопротив­
ления R  доб»доби­
ваемся соответст­
вия.

Данный с по-» 
соб менее трудо­
ёмок по сравнению 
с  предыдущим, и 
кроме того, позво­
ляет одновременно 
учитывать скрытую 
теплоту для боль­
шего числа узло­
вых точек.

Рис* 2.8* Схема учёта скрытой 
теплоты при Д ТКр * 0  с п о -  

мощью ГУ-1 и r  доб.
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2.5* Комбинированный способ решения уразнений 
типа теплопроводности на сеточных 
электромоделях (на примере УСМ-1)

В практике решения некоторых задач, описываемых 
уравнениями типа теплопроводности, на сеточных электро­
интеграторах ( R С-модель) неизбежен большой диапазон 
изменения емкостей. К таким задачам относится, в част­
ности, задача промерзания грунтов для случая, к о г д а  
А ТКр *0, задача промерзания грунтов в одиночной колон­
ке, задача фильтрации при напорно-безнапорном режиме и 
другие. При их исследовании разброс по ёмкостям дости­
гает нескольких порядков, в то время как на УСМ-1 ,к при­
меру, он равен всего 1S. Это обстоятельстьо в значитель­
ной степени сужает количество типов решаемых зада* на 
R С-сетках.

Такие задачи могут быть решены методом Либмана,но 
применение его к нелинейным задачам с разрывными к о ­
эффициентами, как уже отмечалось выше, нецелесообраз­
но, ввиду большого объёма работ.

Предлагается новый способ решения таких задач (на­
зовём его комбинированным) на R С-сетках. Сущность 
его заключается в следующем.

До тех пор, пока существующий диапазон изменения 
ёмкостей удовлетворяет диапазону изменения существую­
щих характеристик натуры, решение ведется обычным спо­
собом. При наступлении в узловой точке в момент време­
ни Т0 'критического* потенциала Уо , при котором ё м ­
кость должна резко увеличиться, перепад (скачок) емко­
сти с этого момента времени на время АТ будет м о д е ­
лироваться определенным образом рассчитанным с о п р о ­
тивлением RT . Одним концом сопротивление R r п о д ­
ключается к узловой точке, а на свободный конец его по­
дается по временной программе с канала ГУ-1 напряже­
ние Уо .

Для обоснования этих рассуждений рассмотрим следу­
ющие электрические узлы сопротивлений и ёмкостей (рис. 
2.9,а ,б ).

Раз ноет но-дифференциальные уравнения на основании 
первого закона Кирхгофа для цепей, изображенных н а
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Рис. 2.9. 
Узлы RC-сетхи.

рис.2.9,а,б, будут  
соответстве нво:

УгУо + Уг -  У«
R, Ra

V.-V. .  V ,-V . .  r 3V.
~ к Г  ~ * Г  ' ь a t  ^  ’  <2- « »

где К Т рассчитывается по формуле

• (2.20)

При выборе интервалов А Т следует руководствовать­
ся характером изменения потенциальной функции.

Выразим Vo, л-/ (Х'Т) через функцию \lqnfd, Т)
при помощи ряда Тейлора через приращение времени & Т :

\/ /v  r l . l /  ^ 1 32 Vo,m
Ур,л “ -|^г“ Л Т + 2 / ЛТ2- (2.21)

Подставив выражение (2.21), ограничиваясь первыми 
двумя членами разложениями» в уравнение (2.18) к заме­
няя R r его значением из (2.20)» получим

Ч-Уо
R.

Va-V*.  р ЭУо 
Rz '  Ь* дХ *

Van "V«,«
ST
са

3Vin 
дт А ?

r  Mo  + p av* /
(2.22)
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что требовалось доказать.
Так как при этом способе решения время является не­

прерывной величиной, то здесь вообще не возникает проб­
лемы устойчивости решения, а от выбора величины времен­
ных интервалов зависит только точность решения.

При отработке нескольких интервалов А ?  на с в о б о д ­
ный конец R r  должна быть подана ступенчатая функци я, 
сформированная при помощи функциональных преобразова­
телей машины УСМ-1. Таких преобразователей машина 
имеет 20 штук, что явно недостаточно при электромодели -  
ровании. Поэтому следует использовать еще методику фор­
мирования ступенчатых во времени функций с помощью фор­
мирователей импульсов. Эта методика подробно разработа­
на А.П.Козьменко [19]. Использование её даёт возможность 
дополнительно получить около 100 таких функций.

Если 1?т будут меняться для разных ДТ »то можно 
для учёта этих изменений использовать блок учёта н е л и ­
нейностей (БУН), описанный выше.

Здесь описан случай применения комбинированного ме­
тода при скачкообразном увеличении емкости. Более труд­
ным представляется случай, когда емкость будет скачко­
образно уменьшаться, так как сопротивление при этом 
становится отрицательным • Для его реализации необхо­
дим усилитель постоянного тока. Кроме того, требует с я 
следящее устройство, которое автоматически поддержива­
ло бы нужную величину отрицательного сопротивления во 
времени. Если такое устройство будет создано, то ком б и- 
нированный способ можно применять и в этом случае.

Комбинированный способ легко можно распространить 
я на случай не скачкообразного, а плавного изменения ем­
кости в зависимости от потенциала, в частности для задач 
промерзания грунта при Д ТКр1*0. Учёт нелинейности при 
этом производится по методике, описанной в п.1.7 гл. 1.

Из изложенного видно, что предлагаемый способ пред­
ставляет собой гибрид методов R C - и £  -сеток и приме­
нение его к исследованию процессов, описываемых уравне­
ниями типа теплопроводности, в существенной степени рас­
ширяет класс решаемых на электромоделях задач.
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§ 2.6. К вопросу точности решения, 
получаемого на R С-сетках

Метод электромоделирования на R С-сетках задач теп­
лопроводности, как всякий экспериментальный метод, даёт  
также приближенное решение заданного уравнения. Помимо 
погрешностей решения, присущих £ -сеткам, здесь д об а в ­
ляются погрешности вследствие утечки в конденсаторах.  
(Это не говорит, однако, о том, что точность решения за ­
дач на R С-сетках при одинаковой разбивке по простран­
ству хуже, чем на £ -сетках) .

При эксплуатации модели неизбежна утечка в изоляции 
диэлектрика сеточных конденсаторов. Конденсаторы во 
время зарядки пропускают ток утечки и постепенно разря­
жаются через сопротивление утечки. Узловая точка сетки 
(одномерный случай) фактически соответствует с х е м е ,  
представленной на рис. 2.10.

Рис. 2.10. Типовой узел R С- 
сетки с включением сопротивления 

утечки конденсатора Rc •

Влияние сопротивления утечки на точность решения 
задачи зависит от напряжения в рассматриваемой точ ке .  
Если оно достаточно мало, ток утечки также очень мал и 
погрешность решения будет незначительной. Погрешность 
увеличится с  увеличением напряжения в узловой т о ч к е  • 
Подробный анализ этого источника погрешностей проведен 
В.Пашкисом и М .Хейс лер ом [Ц]. Для уменьшения погреш­
ностей от тока утечки желательно брать в модели меньшее 
число блоков, тогда как для уменьшения погрешности о т  
замены непрерывного поля дискретной моделью необходи­
мо включать возможно большее число блоков. В качестве 
компромиссного решения при моделировании одномерных 
задач авторы рекомендуют применять 6-8 блоков.

Сопротивления утечки включают сопротивления диэлект­
рика конденсаторов, сопротивления соединительных прово­
дов и панели. Можно показать, что влияние этих утечек м о-
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жет быть объединено и включено в схему в виде одного со ­
противления в каждую узловую точку параллельно с сопро­
тивлением утечки конденсатора Rc . Отметим, что прове­
денный анализ погрешности характерен для R С -м оделей  
с большой постоянной времени (решение задачи на п р и бо ­
ре В.Пашкиса обычно длится от 5 до 15 мин ) .

Применительно к УСМ-1, учитывая что сопротивление 
изоляции машины не менее 50 мом, а сопротивление утеч­
ки применяемых конденсаторов Яе  примерно на поряд о к 
больше, а также то обстоятельство, что диапазон применя­
емых при решении задач напряжений находится в пределах 
±20  в и что точность измерения протекающего в сетке то­
ка + 50мка и сама машина принадлежит к R С-модели с 
малой постоянной времени, можно считать, что токи утеч­
ки на точность решения практически не влияют*

В большинстве экспериментальных работ погрешность 
вычисляется относительная, т.е* как отношение разности  
точного и приближенного решения к точному решению:

$  , Уточи ~ У м т -----
Y  И З М

Однако это определение не подходят к моделирующим 
устройствам и к решаемым на них задачам, т.к. т о ч н о е  
значение потенциала в точках поля может быть равно ну­
лю (или весьма мало), в этом случае относительная п о ­
грешность, согласно формуле (1 .23), равна бесконечности, 
и создается впечатление о неправильности решения, в т о 
время как у изм может быть как угодно близко к точно - 
му [14].

Более цриемлемым определением процентной погрешно­
сти является отнесение погрешности не к точному з н а ч е ­
нию решения в данной точке, а к 100% шкалы измеритель­
ного устройства:

5 ,00% (2.24)
AYrtiex

Формула (2.24) также не лишена недостатков, в част­
ности при значениях функций, отличающихся на один или 
более порядков от 100%, она не гарантирует приемлемой
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степени точности, а в некоторых случаях является недоста­
точной для оценки точности решения задач с помощью Элек­
тр ом оделировани я.

Можно дать некоторые практические рекомендации,вы­
полнение которых будет содействовать повышению т о ч н о ­
сти решения задач нестационарной теплопроводности на 
R G -сетках [14].

1. В начале моделирования время натуры нужно б р а т ь  
достаточно малое, чтобы обеспечить приемлемую точность 
замера получаемых функций на участках значительной кру­
тизны. В частности, на УСМ-1 погрешность измерения ав­
томатического измерительного устройства изменяющихся 
во времени напряжений, скорость изменения которы х не 
превышает 50% амплитуды на 1% времени, вычисляется по 
формуле

2. Следует использовать весь диапазон изменения п о ­
тенциалов, имеющихся на модели.

3. В местах, где ожидаются большие градиенты потен­
циала, следует поставить электрическую лупу или произве­
сти раздельное моделирование в более крупном масштабе, 
используя данные основной модели для задания граничных 
условий. При отсутствии электрической лупы для соедине­
ния сеток с разными шагами можно использовать м агази­
ны добавочных сопротивлений.

4. В тех случаях, где это возможно, следует моделиро­
вать симметричные области.

5. При замерах поля градиентов следует иметь в виду,  
что в случае однородной среды значения их и зм ен я ю т ся  
плавно и амплитудные значения наблюдаются вблизи точек 
задания граничных условий*

Для контроля отсутствия случайных обрывов сопротивг- 
лений сетки можно строить зависимости Д V , где

Д\/ — составляющая градиента потенциала в направлении 
х; соединяя концы векторов a V , получаем плавную кривую. 
Резкие скачки значений Д V в соседних точках, выпадающие 
из плавной линии, показывают места обрывов или непра­
вильных наборов сопротивлений.

ДТ
(2.26)
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Этот метод» названный Л .Г. Коганом 'методом с прям -  
лени я касательных'» позволяет обнаружить неисправности 
модели без перебора сетки или граничных условий.



Глава 3

ПРИМЕНЕНИЕ ТЕОРИИ ПОДОБИЯ 
К ЗАДАЧАМ ПРОМЕРЗАНИЯ ГРУНТА

3.1. Критерии подобия, используемые 
при моделировании

Принцип подобия позволяет из математической модели 
процесса, т.е. из дифференциальных уравнений в краевых 
условий, получить целый рад следствий, не прибегая к са­
мому решению. В основу метода положен принцип подобия 
температурных полей (в общем поля могут иметь различ­
ную физическую природу), который заключается в том,что 
если два температурных поля, описываемых уравнениями

I l i a ' s 2 ! ;  и л )

^ L = a ' v 2 T ,  <3.2)

подобны, то это означает, что вид функций, выражающих 
возможное решение обоих уравнений, одинаков, а аргумен­
ты: размеры тела Р- , температура Т, время %  , коэффици­
ент температуропроводности Q , входящие под знак функ­
ции, в общем случае пропорциональны:

1=  cLTT '; T = d r x )  Q - d a O .  .
Если перепишем (3.2) в форме

d x  ЭТ _ f d e *  Qv2Г
cLl °^т

(3.3)

и сравним с уравнением (3.1), то уравнения тождествен­
ны только в том случае, если множители в правой и левой 
частях между собой равны, т.е. если

d  a cLг
d ег

= 1 : (3.4)
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Выражение (3.4) показывает, что для температурного по­
ля, заданного системой значений CL » X  > t  , можно найти 
бесчисленное множество других полей, подобных ем у  и 
вполне определяемых подобными системами значений GL ,f Qt

Т , Г • Следовательно,

О Т  „ o V _  g V :
р /г ~ ~

Откуда получаем

(критерий подобия Фурье) (3.5)

Критерий подобия Фурье используется как при физичес­
ком, так и при математическом моделировании.

Для вывода всех критериев подобия, которые необходи­
мо соблюдать при исследовании процесса промерзания грун­
та на электрических моделях R С-сетках, рассмотрим од­
номерную математическую модель промерзания грунта с 
поверхности, описанную в п. 1.1. гл. 1.

Используя описанный выше способ, легко увидеть*что 
для уравнений (1.2) и (1.3) критерии Фурье соответствен­
но будут:

А,г 
с,х2 = id e m ; (3.6)

 ̂idem (3.7)

Третий критерий подобия, выведенный Био, связывает 
температуру Тв с законом теплообмена между поверхностью 
грунта и окружающей средой. Из уравнения (1.1) получаем

-4-̂ - г idem. (3.8)
A t

Из критериев (3.6) -  (3.8) видно, что при отсутствии в теп­
ловых процессах изменения агрегатного состояния масш­
таб температур может быть выбран произвольным. Анализ 
уравнения (1.5) позволяет вывести дополнительные крите­
рии подобия, учитывающие изменения агрегатного состоя-
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ни я вещества, в которых масштаб температур присутству­
ет:

j№ sWewi <з-8>
^ 5 ^ -idem; (3.10)

Aii--idem. (з.н)
Яг  *2.

Критерий (3.11) является производным критериев(3.9) 
и (ЗЛО). Поэтому его можно не рассматривать.Таким об­
разом, при моделировании процесса промерзания гр ун та , 
когда Ткр * C o n st » а и меняются скачкообраз н о , 
необходимо соблюсти критерии (3 .6 )-(З Л О ).

3.2. Применение подобных преобразований 
при расчете температурных полей 

в грунтах
Начало применения подобных преобразований к иссле­

дованию температурных полей в грунтах положил в 1952 г. 
С.Г.Гутман [8]. Он рассматривал стационарное температур­
ное поле.

Сущность его метода заключается в проведении состав­
ной среды, состоящей из двух однородных областей с р а з ­
ными коэффициентами теплопроводности, к одной однород­
ной среде.

Рассмотрим одномерное стационарное температурное 
поле, состоящее из полу ограниченного массива мерз л о -  
талого грунта, математическая модель которого следую ­
щая.

В мерзлой зоне

Л, I p 1  =  о  ( з . 1 2 )

В талой зоне

Лг ~ - °  <злз>
67



На границе раздела зон -  условия теплового равно ве­
ем я:

Т 1 = Т 2 =0°С ; (3.14)

Л а ь
Ч х

(3.15)

Граничные условия на контуре области 1 рода
т = т ( 5) (3.16)

Для решения этой задачи без применения подобных пре­
образований использовался бы способ последовательных 
приближений. Для этого по всей области значение коэффи­
циента теплопроводности принимается равным А 2  и соот ­
ветственно ему рассчитываются все сопротивления* Нахо­
дится положение нулевой изотермы* Внутри этой зоны при­
нимается новое значение Я  , U . в соответствии с ним 
рассчитываются в этой зоне сопротивления. Далее опреде­
ляется новое положение нулевой изотермы и т.д. до полу­
чения совладения*

Применение подобных преобразований позволяет избе­
жать последовательных приближений и получить решение 
в один приём*

Приведём разнородные зоны к единой среде с коэффи -  
циентом теплопроводности Апр * Для этого введем пон я­
тие приведенной температуры:

т"г % т
Тогда соответственно для зон:

(3.17)

Т -  . (3.18)It,Г  -  -ч—  у ' '
Jlnp

J  _ Я гТ г  (3.19)
~ inr '
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(3.20)
па, исходя из (3.18) и (3.18), запишутся так: 

т 1,пр *  т 2,пр “  °i 

д Ъ .  ПГ _ д  JsyrtP .
эх '  эх (3*21)

Таким образом, в приведенном тепловом потоке Тдр — 
нулевая изотерма, a T j fIIp и T2fJIp разделяются как для 
однородной области, независимо от коэффициента теплопро­
водности приведенной среды. При определении однородно­
го поля необходимо согласно (3.17) корректировать гр а ­
ничные условия на контурах рассматриваемой области:

Т ,р ( 5 )  = ^ Т ( 5 ) .  (3.22)
Если принять за приведенную среду одну из зон, напри­

мер талую, приняв Anj>~ -^2. * будем иметь

Т 1,пр “  ~ j^  Т 1 ’• (3.23)

Т2,пр = Т 2 ; (3.24)

Т » ^ ( 5 , )  = ^ т , ( 4 )  (3^5)

Т2,пр ( s 2 )  - Т 2 (с5 г  ) .  (3.26)
Таким образом, температурные поля в талой зоне опре­

деляются без искажения, а в мерзлой зоне они являю т с  я
лувеличенными в - р  раз.

Я г
Этот способ может быть применен к исследованию  

экспериментально или аналитически плоских и пространст­
венных задач.

Такое приведение при электромоделировании означает, 
что все электрические сопротивления данной зоны и в с е  
разности потенциалов изменяются в некотором отношении. 
Электрический ток после такого преобразования останет­
ся прежним.
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Следует отметить, что это приведение возможно толь­
ко для однородных грунтов, вернее, в случаях, когда гр а ­
ница раздела не проходит по грунтам с различными тепло­
физическими характеристиками,

Б 1957 г. проф. В .С* Лукьяновым был распространён 
принцип С.Г.Гутмана на решение задач нестационарного 
процесса промерзания -  оттаивания грунтов. При рас ч ё -  
тах промерзания грунтов на гидравлическом интеграторе 
применение метода приведения составной среды к однород­
ному виду относительно одного из теплофизических пара­
метров грунта позволяет существенно упростить процесс 
решения и повысить точность. Еще большие преимущества 
такое приведение даёт при расчётах процесса промерзания 
грунта на R С-сетках с искусственной периодизацией ( на­
пример на УСМ-1), так как для автоматического примене­
ния параметров R С-сетки требуется довольно дорогое и 
сложное электронное оборудование.

Теоретическое обоснование применения принципа С.Т. 
Гутмана дано в работе В.С.Лукьянова я Н.А.Цуканова[23].

Рассматривая математическую формулировку п.1.1 гл.1 
и критерии подобия (3.6) -  (3.10), можно установить,какие 
преобразования нужно выполнить с параметрами исходной 
системы при приведении её к однородному виду при сохра­
нении теплового подобия исходной и приведенной системы. 
Дополнительное условие -  неизменность линейных и времен­
ных масштабов. Возможны тогда два случая приведения 
системы к однородному виду: относительно коэффициентов 
теплопроводности и относительно объёмной теплоемкости.

Приведение к однородному виду в отношении коэффици­
ентов теплопроводности. Произведем приведение относи ­
тельно коэффициента теплопроводности талого грунта, т.е. 
считаем = jL% * Тогда из критериев (3.6) -  (3.10) по­
лучим:

(3.27)
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(3.28)АзЛ z idem;
Сгкг 9

Л *  JLz Л г

j l ,  T̂ X _ .Аг ~jlz T iT .  T, np %
Xa(?o Хг б 0

.Ха Тг f  _
X*Qo~ C

idem.

(3.29)

(3.30)

(3.31)

Из (3.27) -(3 .3 1 ) следует, что для приведения к одно­
родному виду в отношении коэффициента теплопроводности 
талого грунта параметры мерзлого слоя должны быть пре­
образованы так:

где

JL,nf> -JLiKjt -Jlz \ (3.32)

oI*p = oI kj ; (3.33)
С, if = К/ ; (3.34)1-ФII

(3.35)

„ Л*
Ki = A, (3.36)

Параметры талого слоя остаются прежними. Вследст­
вие приведенных преобразований температуры в слое мерз­
лого грунта искажаются относительно их истинных значе­
ний, и при обработке результатов расчёта это нужно учи­
тывать.

Приведение к однородному виду в отнонвнии объемной 
теплоёмкости. Ках и в предыдущем случае, приведение 
произведем относительно объёмной теплоемкости талого 
грунта, т.е. Спр * С2-

Непосредственно из критериев подобия (3.6) -(3 .1 0 )
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находим:
с 1,пр " C iK c ; (3.37)

Л -1 hp - К с > (3.38)

и*- (3.38)

Т, = Т1 *1*пр Кс ’ (3.40)

С2
где Кс = с Г *

Параметры талого слоя, как и в первом случае, оста­
ются неизменными.

При обработке результатов расчёта истинные значения 
температур в мерзлом грунте получаются умножением их 
приведенных значений на Кс*

Тепловые потоки после данных приведений в мерзлой и 
талой зонах остаются постоянными.

Отметим, что при моделировании на УСМ-1 п р оц есса  
промерзания грунтов, учитывая довольно малый раз бр о с  
электрических емкостей и дискретность набора, приведе­
ние нужно делать относительно объёмных теплоёмкостей.

Укажем также на то, что моделирование на гидравли­
ческом интеграторе и УСМ-1 процесса промерзания грун­
та после приведения к однородному виду относительно объ­
ёмной теплоёмкости и коэффициента теплопроводности воз­
можно, т.к. Cj и С2 » а также At  и отмечаются д р у г  
от друга относительно мало, ибо при их разбросе в несколь­
ко порядков T jflIp и Т2 были бы величинами несравнимыми.

Полученные результаты справедливы также для двух- 
и трехмерных задач.

Распространим принцип С.Г.Гутмана на приведение со­
ставной среды из мерзло-талого грунта к однородному ви­
ду в отношении коэффициента теплопроводности и объёмной 
теплоёмкости одновременно. Как и в указанных выше слу­
чаях, приведение осуществим относительно параметров та­
лого грунта при дополнительном условии неизменности ли­
нейных масштабов, масштабов времени, исходной и приве­
денной системы в мерзлой зоне. Это относится также к 
масштабам сопротивлений и ёмкостей в мёрзлой зоне.
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(3.41)
i«r  _Л,КлТТл
С,Хг" С, Кс Хг

яI пр Zl ttf>
Cinp хг

<Аг TtHf
С .хг

idem ;

a U  _ .  sL a tA  -  id e m )
JL f  1X4 Л-g

K j
А г Т г ^  _ A zTz Кс T  к* _

k z gl ~ x * a *  ~ ~ ^ o T

(3.42)

(3.43)

(3.44)

(3.45)

Поскольку граница промерзания принадлежит одновре­
менно мерзлой я талой зонам, то в критериях (3 .44)и(3.45) 
можно с одинаковым правом взять масштаб времени либо 
ках для талой, либо как для мерзлой зоны. Самостоятель­
ного же масштаба времени на границе раздела фаз взя ть  
нельзя. Эксперименты это полностью подтверждают. Сле­
довательно, критерии (3.44)» (3.45) могут быть заменены 
так:

Х М .  -  I ( 3 . « 1 )
A*fl0 о

Л гТ гТ
К г й 0

: i Jem.

Кс.
Учитывая то, что величина

(3 .451)

всегда больше едини­
цы, при моделировании на R  С-сетках масштаб с е м е н и  
на границе промерзания нужно брать как для талой зоны, 
т .е . использовать критерии (3.441), (3 .451). Это сущест­
венно ускорит процесс моделирования.
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При электромоделировании приведенной к однородному 
виду в отношении А% и С2  одновременно составной сре л ы 
масштабные коэффициенты d я и Л с  должны быть взяты 
одинаковыми для обеих зон. Б противном случае нельзя до­
биться постоянства электрических емкостей и сопротивле­
ний на модели. Процессы в мерзлой зоне будут п р ои сх о ­
дить, согласно критерию (3.41), замедленно в ^  раз. Но
во столько же раз электрический процесс будет идти мед­
леннее (по сравнению с моделированием исходной системы). 
Следовательно, Л г также одинаково для обеих зон.

При расчёте (если |Т 1,цр| >  Т2 ) напри-
жение для увеличения точности моделирования должно 
быть взято максимальным, с/у берётся одинаковым для 
всей области моделирования.

Зная c^v и Л с  I находим Л  а .
Возможен и второй вариант расчёта электрических па­

раметров. Вначале рассчитываются электрические п а р а ­
метры для исходной системы, а затем, используя критерии 
(3.41) -  (3.45), в них вводятся соответствующие корректи­
вы.

Время расчёта процесса промерзания на электромоде­
ли R C -сетки можно еще более сократить, если приведе­
ние сделать относительно параметров мерзлого грунта. В 
этом случае, однако, увеличится объём работ при обработ­
ке результатов в талой зоне.

Если использовать при моделировании критерия(3.441), 
(3.451), то время движения границы промерзания б у д е т  
связано с истинным временем протекания процесса в на­
туре обычным соотношением

Хп Гм

Лт
(3.48)

где Тм -  время на электрической модели.
Если вместо (3.44*), (3.45*) использовать(3.44), (3.45), 

соответственно, то истинное время движения границы про­
мерзания в натуре
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(3.47)~  - 2 г L ^  
fH ~dU  Kc '

При определении температурных полей в мерзлой и та­
лой зонах, учитывая то обстоятельство, что электрические 
напряжения в модели задаются в процентах, следует просто 
взять эти проценты от температур в исходной (а не приве­
денной) системе. Время брать при этом как для талой з о ­
ны.

Тепловые потоки и после приведения к однорядному ви­
ду в отношении коэффициента теплопроводности и об ъ ё м ­
ной теплопроводности одновременно остаются в мерзлой 
и талой зонах неизмененными.

Такое приведение позволяет производить расчёты на 
электромодели R  С-сетке при постоянных электрических 
сопротивлениях и емкостях и таким образом избавляет от 
необходимости иметь сложное электронное оборудование 
для учёта скачкообразного изменения параметров.Это зна­
чительно экономит время решения и повышает точ н ость  
расчёта.

Особенно наглядно преимущества метода проявляются 
при решении сложных двух- и трехмерных задач с большим 
количеством элементарных блоков.

Проведение расчётов на гидравлическом интеграторе 
при таком приведении становится полностью автоматизиро­
ванным.

Моделирование одномерной задачи промерзания г р у н ­
та, имеющей точное аналитическое решение, при постоян­
ных электрических сопротивлениях и емкостях и при р а з ­
личных масштабах времени в мерзлой и талой зонах п о д ­
твердило правильность этих теоретических положений.

Отметим, что подобным преобразованиям в общем слу­
чае можно подтвердить лишь те функции, которые облада­
ют свойством гомогенности, так как только в этом случае 
подобное преобразование всех величин, стоящих под з н а ­
ком функций, приводит к подобному преобразованию самих 
функций.

Если рассматривать слоистую среду, состоящую из не­
скольких однородных слоёв, то анализ критериев подобия
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для неё показывает невозможность приведения к однород­
ному виду в каждом слое относительно cL*р и СПр о д н о ­
временно из-за невыполнения условий на границе раздела 
слоёв -  равенства температур и тепловых потоков.

3.3. О различных линррных; масштабах и масштабах 
времени в мерзлой и талой зонах при 

моделировании
Впервые разные линейные масштабы и масштабы вре­

мени при исследовании тепловых процессов* сопровождаю­
щихся изменением агрегатного состояния» в одномерной 
среде ввел Пушкин В.С. [30], рассматривая нагревание с 
торца полубесконеиного стержня, боковая поверхность ко­
торого изолирована. Выведенные им критерии использо­
вались Шадриным Г.С. при рассмотрении задач таяния.

Нами, кроме того, вводятся специальные масштабы 
времени и длины для границы раздела фаз. Правда, в р а ­
боте [35] утверждается, что на поверхности раздела мож­
но взять масштаб времени либо как в мерзлой, либо как в 
талой зоне. То же касается линейных масштабов. Однако 
связь между ними не показана.

Возьмём математическую модель одномерной задачи. 
Из условия (1.4) на границе раздела, беря полный диффе­
ренциал, получаем

$ * ♦ ! £ *  =0- - с м.

Тогда условие (1.5) можно записать в следующем виде:

Э Т ,
-  3 *

(3.49)

Эк Эх

ЗТг

л ' &  Л * Ш ~  и ° Ж ~  а  Н г

В формуле (3.49) нелинейность данной задачи ста н о ­
вится очевидной. Из (3.48) отчётливо видно, что время
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протекания процесса на границе промерзания можно брать 
как в мерзлой зоне, либо как в талой. Линейный размер на 
границе раздела должен соответствовать принятому време­
ни протекания процесса. Следовательно,специальный масш­
таб времени и линейных размеров на границе промерзания 
ввести нельзя.

Исходя из физических соображений, можно сделать вы­
вод, что при физическом моделировании невозможно при ­
менить различные линейные масштабы, во-первых,потому, 
что в природе не существует таких грунтов,которые бы 
при перемене фазы автоматически изменяли свои линей­
ные размеры в необходимое число раз, во-вторых, в этом 
случае площади соприкосновений зон будут различными и 
нарушится условие теплообмена на границе раз дел а.Поэто­
му выводы Шадрина Г.С. по этому вопросу являются оши­
бочными.

При математическом моделировании можно ввести раз­
ные линейные масштабы в мерзлой и талой зонах только в 
одномерном случае, если одну из зон 'сж ать ' или*растя­
нуть' в определенное число раз только в направлении из­
менения температурного поля. В этом случае возможно 
приведение составной среды к однородному виду в отноше­
нии термических сопротивлений и емкостей. Покажем, ка­
кие преобразования для этого нужно произвести над исход­
ной системой критериев подобия на примере задачи п. 1.1 
гл.1 jtf и Az  оставляем без изменения,линейный размер 
в мёрзлой зоне растягиваем в А*/Лг раз. Приведение 
делаем к R талое и С талое:

(3 .50)
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(3 .52)

±
_ d  Кл X Kj, _ Lcjem ■

JU Я1

J t, T, t  j t f ft kc Z kj _ •
X*G0 - * Ч Ъ П Л а '

Яг Тг Z _ jlzTKc Z jp, _ ; ^ £f77

X2<30 " x *  t~ Q. K jV
Легко видеть, что после таких преобразований терми­

ческие сопротивления и емкости в мерзлой и талой зонах 
становятся равными. Расчёт электрических параметров 
R С-сетки, начальных и граничных условий для приведен­
ной системы (3.50) -  (3.54) и сравнение соответственно 
с электрическими параметрами R С—сетки (пространст­
венная разбивка одинакова), начальными и граничными 
условиями системы (3 .6 )-3 .10 ) показало полное совпа­
дение результатов*

Таким образом, применение различных линейны х 
масштабов в мерзлой и талой зонах, а также приведение 
составной среды из тало-мерзлого грунта к однородн о ft 
среде в отношении термических сопротивлений и ё м к о ­
стей при этих условиях нужно считать ограниченным(для 
одномерных задач).

(3 .53)

(3 .54)



Гл ава  4

РЕШЕНИЕ КОНКРЕТНЫХ ЗАДАЧ 
ПРОМЕРЗАНИЯ ГРУНТОВ

4.1. Задача промерзания лолуограничейного 
массива грунта при Д ТКрв О

Математическая формулировка задачи дана в п.1.1» но 
граничные условия 1 рода; Tc e COflst. Данные для ре т е ­
ни я приведены в табл. 4.1.

Таблица 4.1
Тс °С Т„°С То°С JU Аг Cl с 2 6 * * / п

-20 10 0 2,5 1.8 0,3 0,46 80 1600 1 0,3

Задача решена методом Либмана на R —сетке и на R С- 
сетке. Моделирование на f? С-сетке скрытой теплоты про­
водилось способами, описанными в п. 2.2.

Разбивка полупространства приведена в табл. 4.2.
Таблица 4.2

N° узла 1 2-10 11 12-21 22-26 27-28 29-45

h >м 0.025 0,05 0,075 0,1 0,2 0,4 0.8

Результаты решения сравнивались с точным аналити­
ческим решением для границы промерзания и температур­
ных полей.

На рис.4.1 представлен график продвижения границы 
промерзания, и -  точки графика по результатам моделиро­
вания на R С-сетке. Результаты решения методом Либма­
на и на R С-сетке практически совпадают.

На рис.4.2 показаны графики распределения темпера­
туры по результатам моделирования на R С-сетке и по 
аналитическому решению.

Моделирование на R С-сетке проведено при скачкооб­
разно изменяющихся и постоянных электрических сопротив­
лениях и ёмкостях. Результаты хорошо согласуются.
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Рис. 4.1. Продвижение границы промерзания при
замораживании полубесконечного массива: 

— точное решение Стефана; 
х моделирование на RC-сетке.



Рис. 4,2. Распределение температуры при замораживании 
полубесконечного массива для некоторых значе­

ний времени:
1 -  решение на R С-сетхе;
2 -  аналитическое решение.оо



4.2, Задача промерзания грунта одиночной 
колонкой Л Ткр * О

Задача решена по данным табл. 4.3 моделированием на 
R -сетке методом Либмана и на R С-сетке.

Таблица 4.3
T g c T gc TOC л, Л Cl С2 б У*,* г * i п
—20 +10 0 2,5 1.8 0,254 0,34 80 2100 0,057 1 0,35

Разбивка по пространству выполнена в соответствии с 
методихой [27] и представлена табл. 4.4.

Таблица 4.4

№ уз­
ла
ъ

1
0,057

2
0,2

3
0,45

4
0,6

5
0,75

6
0,9

7
1

8
1,1

9 10 11 12 13 14 15 16 17

1.3 1.6 2 2,5 2,7 2,9 3,1 3,3 3,5

18 19 20 21 22 23 24 25 26

3,7 3,9 4,1 4,3 4,5 4,7 4,85 5 5,15

27 28 29 30 31 32 33 34 35

5,3 5,6 5,9 6,1 6,366 6,621 6,867 7,104 7,334

36
7,557

37
7,773

38
7,983

39
8,188

40
8,388

41
8,583

На рис. 4.3 приведены графики продвижения границы 
промерзания [45]. Из графика видно, что отличие результа­
тов моделирования и аналитического решения составляет 
менее 10%.

При моделировании на R С-сетке скрытая теплота учи­
тывалась способом, описанным в п.2.2 (случай 6 ) .
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Рис, 4,3. Продвижение границы промерзания
при замораживании одиночной колонкой:
1 -  по методу Либмана; 2 -  по моделиро­
ванию на R С-сетке; 3 -п о  формуле 

Селезнёва Н*А.

4.3. Задача промерзания грунта при расположении
ряда колонок по прямой линии, А Т Кр*0

Задача решалась как плоская симметричная.
Теплофизические характеристики были взяты из табл, 

4*3, за исключением Тн® 8°С .
На рис,4,4 представлены графики продвижения грани­

цы промерзания [2О*
Температурные поля в ледяной зоне представлены на 

рис, 4,5,

4.4. Задача промерзания грунта при расположении
ряда колонок по кольцу, д  Т^р * О

Задача решена по данным задачи замораживания пр я- 
молинейным рядом колонок. Количество колонок равно 44, 
радиус кольца, по которому расположены колонки, - 7  м.
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Разбивка области моделирования была одномерной и двух­
мерной» согласно методике (25}.

Движение границы промерзания для первого сл у ч а я  
представлено на рис. 4.6, для второго -  на рис. 4.7. Резуль­
таты обоих решений получились достаточно близкими друг 
другу. Они сравнивались с  расчётом по ффмуле Н.А.Селез- 
нёва [45J.

Расхождения результатов моделирования и аналитичес­
кого решения составляют по внешнему направлению 7%, по 
внутреннему -  около 12%.

4.5. Задача промерзания полуограничейного 
массива грунта при Д ТКр *  О

Данные для решения представлены в табл. 4.5.
Таблица 4.5

Тс°с тн°с л , А C/f C t i б
1
l н о^

-
о

-20 +10 1.155 0.9 509,8 720,5 80 1140 0.8 0,412 -1

Задача моделировалась на R C -сетке двумя способами: 
1 -  с учётом зоны промерзания; 2 -путём  сведения данной 
задачи к задаче Стефана.

Результаты полученного решения сравнили с решением 
Стефана при аналогичных условиях. Теплофизические ха­
рактеристики и Cj в мерзлой зоне взяли усредненными. 
Кроме того, чтобы свести задачу, когда Л ТКр1*0, к слу­
чаю Д Т Кр в 0, необходимо ввести расчётное количество 
скрытой теплоты О0 , которое явилось бы эквивалентом 
количества скрытой теплоты, наблюдающейся при п о с т е ­
пенном замерзании влаги грунта. Это расчётное количест­
во скрытой теплоты Qq принято выражать в виде отноше­
ния его к величине скрытой теплоты, которая выделяется 
при замерзании всей влаги грунта Q* [24/:

 ̂_ Go _ Я а ,Э б  $л ,9  

0. [а/ fet
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Рис. 4.6. Продвижение границы промерзания при кольцевом 
расположении колонок (одномерный случай).

Рис. 4.7. Продвижение границы промерзания при кольцевом 
расположении колонок (двухмерная разбивка замо­

раживаемой области).



Рис. 4.8. Продвижение границы промерзания (замораживание в диапазоне
температур);

1 -  моделирование на RC -сетке сведением к задаче Стефана; 2 -аналити­
ческое решение сведением к задаче Стефана; 3 - моделирование на R С- 

сетке с учетом зоны промерзания.
00



Величину I  называют расчётной льдистостью. Она всегда 
меньше единицы и служит для того, чтобы приближенно 
учесть постепенное замерзание влаги.

В зависимости от вида грунта назначается также у с ­
ловная температура Tj < T0fH, при которой происходит 
кристаллизация. j

В рассматриваемой задаче Т0 в -1°С  и L * 0,8 для гли­
ны взяты из (2 2 ).

На рис. 4.8 представлены кривые продвижения границы 
промерзания.

На рис. 4.9 изображены температурные поля промерза­
ния в диапазоне температур.

Рис. 4.9. Температурные поля:
1 -  решение сведением к задаче Стефана;
2 -  моделирование на RC-сетке с учётсм

зоны промерзания.

Как видно из рис. 4.9, температурные поля практичес­
ки совпадают. Процесс промерзания с учётом зоны промер­
зания идет более интенсивно, чем при постановке задачи 
сведением её к задаче Стефана. Этот вывод совпадает с 
выводом, сделанным В.Г.Меяамедом в [26].
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